Preparacion Olimpiada Matematica Espanola

Curso 2025/2026

PoLinoMIOS 28 de noviembre de 2025

Aspectos tedricos:

= Raices de un polinomio: cantidad de raices, raices racionales y tamano de raices enteras de un
polinomio con coeficientes enteros, teorema del resto, regla de Ruffini

= Férmulas de Cardano-Vieta, polinomios simétricos
= Los polinomios como funciones continuas

= Los polinomios como herramienta para encapsular informacién

1. Problemas varios

Calentamiento

Problema 1.1. Sean a, b y c las soluciones de la ecuacién 23 + px? +qx +r = 0. Hallar los coeficientes
p, ¢ y 7, sabiendo que a + b, a + ¢ y b+ ¢ son raices del polinomio 23 — 622 + 4z + 9.

Problema 1.2. Hallar las soluciones del sistema de ecuaciones
r+y+z = 5
1,1, 1
=+ m + 2 2
zyz = 4

Problema 1.3. Las raices del polinomio 23 — 1422 + bz — 84 son los lados de un tridngulo rectédngulo.
Hallar b.

Problema 1.4. Sean oy, oo, a3, ay y as las raices del polinomio z° 4+ 22 + 1, y sea q(z) = 22 — 2.
Hallar el valor de g(a1)g(a2)q(as)q(as)q(as).

Problema 1.5. Sean a y b dos nimeros enteros. Probar que el polinomio (z — a)(x — b)(z — 3) + 1
tiene a lo sumo una raiz entera.
Algin ejemplo reciente de la fase local

Problema 1.6 (LV OME 2019). Fijemos un ntimero natural n > 1. Encontrar todos los polinomios
p(x) que cumplan

p(z") = p(nz) = 2"p(z)
para cualquier valor real z.

Problema 1.7 (LVI OME 2020). Consideremos el polinomio p(z) = (z —a)(z —b) + (z — b)(x — ¢) +
(x — ¢)(x — a). Demostrar que p(z) > 0 para todo valor real de x si y solo si a = b = c.

Problemas judios

Problema 1.8. Resolver la siguiente ecuacién, donde y es un niimero real:

22y —1 =9+ 1.

Problema 1.9. Resolver la ecuacién

= cos7:z: +

sen7a:+ 3 3
sen® x Ccos® x



2. Problemas de la Olimpiada Matematica Espanola (fase final)

Problema 2.1 (VII OME 1970). Sabiendo que los polinomios
20° — 13z* + 423 + 6122 + 200 — 25 v 2® — 4zt — 1323 + 2822 + 852 + 50
tienen dos raices dobles en comun, hallar todas sus raices.

Problema 2.2 (XIII OME 1976). Demostrar que el polinomio z* 4 4(i + 1)z + 1 tiene una rafz en
cada cuadrante del plano complejo.

Problema 2.3 (XV OME 1979). Demostrar la igualdad

(B +() e (1) =)

Problema 2.4 (XXI OME 1985). Dado el polinomio f(x) = 2° — px — 1, estudiar qué valores puede
tomar p de modo que dos de sus raices sean a su vez las raices de otro polinomio 22 — az 4+ b ménico,
de grado dos y coeficientes enteros.

Problema 2.5 (XXVII OME 1991). Supongamos que el polinomio 23 + pz? + gz + r, de coeficientes
reales, con r # 0, tiene tres raices reales positivas. Determinar qué relacién deben cumplir entre s los
coeficientes p, ¢ y r de modo que las tres raices sean las longitudes de los lados de un tridngulo.

Problema 2.6 (XXXVI OME 2000). Sean los polinomios de coeficientes reales
P(z)=a*+az® +ba’ +cx+1 y Qz) =a2* +ca® + ba? +ax +1,

con a # c. Hallar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que P(x) y Q(z) tengan dos raices
comunes y resolver en ese caso las dos ecuaciones P(z) =0y Q(z) = 0.

Problema 2.7 (XXXVIII OME 2002). Hallar todos los polinomios de coeficientes reales P(t) que
cumplan que
P(a* = y*) = P(z — y)P(z + y)

para cualesquiera nuimeros reales x e y.

Problema 2.8 (XXXIX OME 2003). Sea z un ntimero real tal que z3 + 222 + 10z = 20. Probar que
tanto z como z2 son irracionales.

Problema 2.9 (LI OME 2015). Sobre la grafica de una funcién polinémica con coeficientes enteros,
se eligen dos puntos con coordenadas enteras. Probar que si la distancia entre ellos es un nimero
entero, entonces el segmento que los une es paralelo al eje de abscisas.

Problema 2.10 (LVI OME 2020). Se dice que un polinomio de coeficientes reales p(z) es almeriense
si es de la forma p(z) = 2% +ax? 4+ bxr +a y sus tres raices estdn en progresion aritmética. Hallar todos
los polinomios almerienses tales que p(7/4) = 0.

Problema 2.11 (LVIII OME 2022). Sean a, b, ¢ y d cuatros nimeros reales positivos. Si se cumple
que
1 1 1 1 1 1
b+ — = d+ — -+ - b=—-4+-4cd
a—+ +ab c+ +cd y a—i-b—l-a c—l—d—i-c,
entonces demostrar que al menos dos de los valores a, b, ¢ y d son iguales.

Problema 2.12 (LIX OME 2023). Sean x; < z2 < x3 < x4 cuatro numeros reales. Probar que
existen dos polinomios de coeficientes reales de grado dos P(z) y Q(z) tales que x1, x2, 3 y x4 son
las raices de P(Q(x)) siy solo si x1 + x4 = x2 + z3.
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