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ABCD es un cudrildtero convexo verificando AB > BC,CD = DAy ZABD =

ZDBC. Sea E el punto de la recta AB tal que ZDEB = 90°. Probar que
AE = AB;BC.

Se colocan 2n + 1 fichas, blancas y negras, en una fila (n > 1). Se dice que
una ficha esta equilibrada si el niimero de fichas blancas a su izquierda, més
el nimero de fichas negras a su derecha es n. Determina, razonadamente, si el
numero de fichas que estan equilibradas es par o impar.

Sean p y n enteros positivos, tales que p es primo, n > py 1+ np es un cuadrado
perfecto. Probar que n + 1 es suma de p cuadrados perfectos no nulos.

sea ao, aj, ... una secuencia de ntmeros reales definida recursivamente por:

n
An—k

1, =
k1

ag = —

Probar que a,, > 0Vn > 1.

Determinar todaslas funciones f : Q© — Q" que satisfacen la siguiente ecuacién
para todo z,y € Q*:
f(f(2)?y) = 2° f(xy)



Soluciones

Problema 0. Fase local 2021. ABC'D es un cudrilatero convexo verificando AB > BC,CD = DA

y LABD = ZDBC. Sea E el punto de la recta AB tal que ZDEB = 90°. Probar que
AE = ABEBC'

Solucion. Veamos la siguiente figura: Sea ABC'D el cuadrildtero del enunciado. Sea F el

A E

punto de corte del segmento AB con la mediatriz de BD. Por otro lado, sea E el punto de
corte del segmento AF' con su mediatriz.

Por construccién, se tienen las siguientes relaciones:
AD = DF = DC BF = BC AE = EF

Tenemos entonces que

AB - BC

AB =2AF + BF =2AF +- BC = AF = 5

Problema 1. Fase nacional 2018. Se colocan 2n + 1 fichas, blancas y negras, en una fila (n > 1).
Se dice que una ficha esta equilibrada si el niimero de fichas blancas a su izquierda,
mas el ntimero de fichas negras a su derecha es n. Determina, razonadamente, si el
numero de fichas que estan equilibradas es par o impar.

Solucién. Numeremos cada ficha de izquierda a derecha desde 1 a 2n + 1. Definamos f(k)
como la suma del niimero de fichas blancas a la izquierda mas el de negras a la derecha de
la k-ésima, entonces sera serd equilibrada si y solo si f(k) = n. Veamos los posibles casos
al trasponer fichas contiguas:

Si ky k + 1 distinto color entonces el ntiimero de fichas blancas en 1...k — 1 (la izquierda)
y de negras en k + 2...2n + 1 (la derecha) es el mismo para ambas. Si k es negray k + 1

es blanca, f(k) = f(k+1); ya que ni el color de k suma a f(k+ 1),niel de k + 1 suma a
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f(k).Sik esblancay k + 1 es negra, k tiene una ficha negra adicional a la derecha (k + 1)
y k + 1 tiene una ficha blanca adicional a la izquierda (k), es decir, f(k) = f(k + 1). Por
tanto, al permutarlas, la paridad del ntimero de fichas equivalentes no variard (o f(k)y
f(k+1) permanecen iguales, o varfan los dos). Si k y k+ 1 son del mismo color, claramente
la paridad del namero de fichas equivalentes no variara.

Y como toda permutacién se puede descomponer en trasposiciones, es suficiente estu-
diar los casos con todas las fichas blancas agrupadas en la izquierda y todas las negras
agrupadas a la derecha:

Si a es el nimero de fichas blancas y b el de negras (a + b = 2n + 1) entonces o a < n
y b > n + 1 o viceversa, podemos asumir el primer caso, ya que el segundo es simétri-
co. Entonces f(1) = b > ny f(2n+1) = a < n. Observemos que f(k + 1) = f(k) o
f(k+1) = f(k)+1,yaque, si kyk+1sonblancos, f(k) = f(k+ 1) — 1; si k es blanco
y k+ 1 esnegro,f(k) = f(k+1);ysikyk+1sonnegros,f(k) = f(k+ 1) — 1. Por tanto,
como f varia de uno en uno, 3k tal que a < f(k) =n < b

Problema 2. Fase nacional 2015. Sean p y n enteros positivos, tales que p es primo, n > py 1+ np
es un cuadrado perfecto. Probar que n+1 es suma de p cuadrados perfectos no nulos.

Solucién. Sea 1 + np = k?, con k entero positivo. Entonces np = k* — 1 = (k+ 1)(k — 1).
Ahora consideramos dos casos:

1. Si el primo p divide a k — 1, entonces k — 1 = pl y k = pl + 1, con [ entero positivo.
Por tanto,

L+np=Fk =@l +1)?=p* +2pl + 1 <= np = p*I* + 2pl <= n = pl* + 2.

Entonces, n+1=pl*+2[+ 1= (p—1)i*+ (I + 1)? como queriamos probar.

2. Siel primo p dividea k + 1, entonces k + 1 =ply k = pl —1,con ! > 1 entero (I = 1
se corresponde con el caso n = p — 2, que no es posible). Por tanto

L+np=Fk =l —1)?=p** = 2pl + 1 <= np = p*I*> — 2pl <= n = pl* — 2.

Entonces, n+1 = pl* —2l+1 = (p—1)I*+ (I — 1)? es suma de p cuadrados perfectos.

Problema 3. IMO Shortlist 2006/Olimpiada Matematica Polaca 2007 sea ay, a4, ... una secuencia
de ndmeros reales definida recursivamente por:

1 < Apn—k
a/O = —1, =
—~ k41

Probar que a,, > 0Vn > 1.



Solucion. Por induccién. Para el casobasen =1, a; = %

cye . . n Ap—k
Asumamos que ay, ..., a,—1 Son positivos, observemos que a,, > 0siysolosi) ;_, 7= < 0.
Entonces:

a _ n ( CL0>_ n (-1 k+1ank p——1
n+l n+l Con+1

Por tanto:

n n—1 n—2
Qp—f Qg Qp—f Qo Ap—k—1 Qg Qo

k:1k+1 n+1 k:1k+1 n+1 prt k+2 n+1 n+1

Problema 4. IMO Shortlist 2010 Determinar todas las funciones f : Q* — Q* que satisfacen la
siguiente ecuacion para todo z,y € Q:

f(f(2)*y) = 2° f(xy) (1)

Solucién. Sustituyendo y = 1, tenemos
f(f(2)?) = 2° f(x). (2)

Por lo que si f(z) = f(y), entonces

23— f(f(x)z) _ f(f(y)2> _ y3
f(z) f(y)

lo cual implica que = = y, y por tanto la funcién f es inyectiva.

Si ahora sustituimos X por zy en 2, aplicando 1 dos veces, la segunda vez a (y, f(z)?)
en vez de a (z,y):

F(f(xy)?) = (zy)* fzy) = > F(f(2)?y) = F(f(2)*f(9)?).

Como f es inyectiva, llegamos a que

flay)? = f(@)f(y)? = f(zy) = f(2)f(y).

Luego f es multiplicativa. Esto también implica que f(1) = 1y que f(z") = f(x)" para
todo entero n. Por lo que la ecuacién 1 puede reescribirse como

FUf @) f(y) =2 f (@) fly) = [(f(2) = Va3 f(@). )

Sea g(z) = = f(x). Entonces, por la ecuacién 3, se tiene que
g(9(x)) = gz f(2)) = af(2)-f(af(2)) = af()*f(f(x)) = 2 f(@)*Va3 f(2) = (2 ()" = (9(2))*?,
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y, por induccién,

para todo entero positivo n.

Fijado un z, el lado izquierdo es siempre racional, por lo que g(x)®)" es racional para
todo n. Veamos que entonces g(x) = 1. Si no fuese asi, g(z) = pi*...pp* con p; primos y «;
enteros no nulos. Por tanto:

(B (Hron

g(x) " = p2" My

n

. .. 5 .
Pero si n es suficientemente grande (2)"; no es un entero y g(z)(2)" no es racional. Por

tanto g(x) = 1y f(z) = 2 Va.

Tz

La funcién f(z) = < satisface la ecuacion 1:




