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ABSTRACT. La teoria de iteracién compleja incluye aquellos aspectos de la dindmica
relacionada de alguna forma con el comportamiento asintético de las iteradas de una
funcién holomorfa en una variedad compleja. Los primeros resultados de esta teoria
pueden encontrarse en las dltimas décadas del siglo XIX y principalmente a comienzos
del siglo XX. Hoy en dia, este tema sigue siendo de gran actualidad. Indudablemente,
en esta teorfa los aspectos geométricos juegan un papel muy importante y es esencial el
tipo de variedad con la que estemos trabajando. En dimensién compleja uno, hay tres
tipos muy distintos de variadades simplemente conexas que pueden ser reducidos a los
siguientes: la esfera de Riemann, el plano complejo y el disco unidad. El estudio de este
dltimo caso es el objetivo fundamental de este curso.

El teorema de Denjoy-Wolff garantiza que si ¢ es una autoaplicacién analitica del
disco unidad que no es un automorfismo eliptico, entonces existe un punto 7 € D tal que
las iteradas de ¢ convergen a 7 uniformemente sobre compactos. Atendiendo al compor-
tamiento de ¢ alrededor del punto 7 las autoplicaciones del disco unidad se clasifican en
tres grandes grupos: elipticas, hiperbdlicas y parabdlicas. Mostraremos con ejemplos y
resultados cémo la dindmica depende fuertemente del tipo de aplicacién que se tenga.

Tras dedicar una parte del curso al teorema de Denjoy-Wolff (bédsico y punto de
arranque de toda la teorfa) junto con la introduccién de conceptos como el de derivada
angular y la métrica hiperbdlica abordaremos dos temas de actualidad:

1. La teoria de modelos lineales fraccionales que permite "linealizar" toda autoapli-
cacién analitica del disco unidad.

2. Comportamiento en la frontera de las iteradas de una autoaplicacién analitica del
disco unidad, mostrando conexiones con la teorfa ergédica.

Mostraremos ejemplos que ilustren los resultados y dejaremos planteados problemas
abiertos relacionados con los temas expuestos.
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1. SITUACION DE NUESTRO CURSO EN UN CONTEXTO MAS GENERAL.

La teoria de iteraciéon compleja incluye aquellos aspectos de la dindmica relacionada con
el comportamiento asintético de sistemas dindmicos discretos sobre una variedad compleja.
Mi4s concretamente, sea M una variedad complejay ¢ : M — M una aplicacién holomorfa.
Puesto que p(M) C M, podemos formar las iteradas ¢, = ¢ o . Pues bien, el
objetivo de la dindmica compleja es estudiar el comportamiento asintético de la sucesién
de funciones ¢,,.

Resultados de esta teorfa pueden encontrarse en trabajos y monografias desde las tlti-
mas décadas del siglo XIX y el impulso definitivo fue dado por matemaéticos como Poincaré,
Julia, Fatou, Denjoy, Wolff, Carathéodory, ...

En las dltimas décadas se ha producido un renacimiento de esta teorfa gracias a la apari-
cién de nuevas técnicas de demostraciones y la conexién con otras dreas de las matemadticas
como la teoria de operadores, teorfa ergddica, teoria de probabilidad, ecuaciones diferen-
ciales, ... Esta variedad de aplicaciones es, sin suda, un reflejo de la diversidad de técnicas
matemadticas usadas en los argumentos. Como veremos a lo largo del curso, los aspectos
geométricos juegan un papel fundamental.

Un papel bésico de la teoria lo constituye el tipo de variedad en la que estamos traba-
jando. Si g es una aplicacién univalente (holomorfa e inyectiva) de una variedad M sobre
N, entonces la funcién

pi=gopog ':N—N
es holomorfa y las iteradas verifican que
n-veces n-veces
Yn=(g90p0g )o(gopogto..o(gopogTt)=gopopo..opogt=gop,og".
De ahf que no importa mucho en cuanto a la iteracién si consideramos el comportamiento
de las iteradas de ¢ en M o el de las iteradas de 1) en N.

Este sencillo argumento y el teorema de uniformizacién de Poincaré y Koebe, nos per-
mite reducirnos a uno de los siguientes tres casos cuando queremos trabajar con una
variedad compleja simplemente conexa de dimensién uno:

1

e La esfera de Riemann C y la iteracién de funciones racionales. Quizds el ejemplo
més famoso es ¢(z) = 22 + c. El comportamiento de ¢,,(2) depende mucho del
nimero z y del pardmetro c.
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e El plano complejo C y la iteracién de funciones enteras. Un ejemplo clésico es el
comportamiento de las iteradas de la funcién exponencial.
e El disco unidad I, que es el caso que estudiaremos en este curso.

Los dos primeros casos constituyen una teoria profunda y dificil (véanse, por ejemplo,
los textos [36] y [56]). En el contexto del que nos ocupamos en nuestro curso no hay nada
tan complicado como la "sencilla" funcién ¢(z) = 22 + c. La razén que estd detrds de que
la iteracién de funciones en el disco unidad sea radicalmente distinta a los otros dos casos
estd en el teorema de Montel:

Theorem 1.1 (Montel). La familia de todas las aplicaciones analiticas definidas en un
dominio arbitrario D en el plano complejo menos dos puntos es una familia normal.

En nuestro contexto, si ¢ : D — D, la familia {¢, : n € N} es normal, es decir,
cada sucesion de esta familia tiene una subsucesién que converge uniformemente sobre
compactos a una funcién analitica (que podria ser una funcién constante). Esto no es
verdad si cambiamos el disco unidad por el plano complejo o la esfera de Riemann.

Obviamente en un curso introductorio como éste no se pueden tocar todos los temas y
las conexiones con otras dreas. Remitimos al trabajo recopilatorio [19] donde se profundiza
en algunos otros temas y se muestra una gran variedad de ejemplos. Hemos tratado de
mantener el dificil equilibrio entre las demostraciones que presentamos e intentar mostrar
los tltimos avances de la teorfa.

Por problemas de espacio no tocamos la iteracién continua (también llamada fraccional)
que conecta este mundo con el de las ecuaciones diferenciales. Una introduccién a tal tema
puede encontrarse en [55].

Antes de finalizar estos comentarios introductorios, debemos decir que nuestro enfoque
es global, es decir, las funciones que se consideran estdn definidas en toda la variedad.
Existe una teorfa local que puede consultarse en el trabajo introductorio de Abate [5].

2. LOS AUTOMORFISMOS DEL DISCO UNIDAD.

En lo que sigue, denotaremos por ¢ € Hol(D, D) a las autoaplicaciones analiticas del
disco unidad D := {z € C : |z] < 1}, es decir, ¢ es analitica en D y ¢(D) C D. Como ya
hemos comentado, denotamos por ¢,, la iterada n-ésima de ¢.

Proposition 2.1. Una autoaplicacion analitica ¢ del disco unidad es un automorfismo si
y sdlo si existen dos niimeros complejos p € D y A € 9D tales que
p(z) = A

z_
1-pz’

para todo z € D.

Estas aplicaciones constituyen el grupo de automorfismos del disco unidad que notare-
mos mediante Mob(ID).

. ) . . o
Un ejemplo que aparecerd repetidas veces son las funciones oy (z) = s
morfismo «,, tiene la particularidad de que intercambia 0 y p y su inversa es la misma

funcion (es decir, a,* = ).
Analicemos los puntos fijos que ¢ tiene en el plano complejo. Es claro que ¢(z) = z si
y s6lo si

Este auto-

P2+ (A—1)z—-Ap=0.

Sip =0, entonces (A—1)z = 0y, salvo que ¢ sea la identidad, tenemos que el tinico punto
fijo es z = 0. Si p # 0, entonces hay dos soluciones de la anterior ecuacién z; y 22 que
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verifican z12z9 = —)\g € 0D (esto implica que |z1||z2| = 1) y Pza + Pz1 = 1 — A. Ademds,
p

/ / _ 1—p*  1—-[pP? (1—1[p*)?
¥ (21)(,0 (22) - A(l _]—921)2 (1 _ ]_?Z2)2 - ((1 —]_921)(1 _ ]_922))2
_ 2 (1—|p|*)? I p*)? _ (- p*)? _
(1 — Pz — P21 + PP2122)° 1—1+X=-7p)* (1-[p]»)?

Por tanto, una de las dos derivadas tiene médulo menor o igual a uno.

Este elemental andlisis nos muestra que siempre estamos en una de las siguientes tres
situaciones: N

(i) ¢ es eliptico, es decir, tiene un tinico punto fijo 7 € I y otro en C\ D (recordemos
que C=Cu {o0}). En este caso, la funcién 1) = a; o p o a; es un automorfismo del disco
que fija el cero. Por tanto, existe un S € 9D, tal que

aropoa.(z) =Pz paratodo z e D.
Es inmediato comprobar que 8 = ¢'(0). En este caso, las iteradas verifican que
ar o, oar(z)=p"z.

Es decir, ¢,,(2) = a-(8"a-(z)).

Sea 0 < r < 1y consideremos el disco D, = a,(rD). Puesto que p(a-(rz)) = a,(Brz)
para todo z del disco unidad, tenemos que ¢(D,) = D, para todo r. Tenemos asi una
familia de disco que son invariantes por ¢.

(ii) ¢ es hiperbdlico, es decir, tiene dos puntos fijos distintos en la frontera del disco

unidad 7 y & con |¢'(7)] < 1. Vamos a usar la transformacion de Cayley T'(z) = Ttz
T—z
que lleva el disco unidad D en el semiplano derecho H = {w : Rew > 0} y cuya inversa es

w—1 .
T Y w)=r T Definamos 1) = T'opoT~!. Esta es una transformacién de Mobius que
w
fija el punto co. Es decir, ¥(w) = aw+b. Como ademds, tiene que fijar el eje imaginario, se
tiene que si Rew = 0, entonces Ret(w) también debe ser cero. Es decir, Re(azi+b) =0
para todo x real. Esto implica que Reb = 0 e Ima = 0. Un simple cdlculo muestra que

a= #) > 1. Pero si a = 1, entonces ¢ (w) = w+ b y no hay mds puntos fijos. Por tanto,

l1—a™
1—a

@'(r
1
¢'(1) = — < 1. Tterando obtenemos que v, (w) = a™w+ b. Por lo que, v,,(w) converge
a

a oo para todo w € H. Es decir, ¢, (z) converge a 7 para todo z del disco unidad.

Ademss, si tomamos a@ > 0y II = {w : Rew > a}, entonces ¢ (II) C II. Por tanto, ¢
deja invariante cualquier disco en D) tangente a 91D en 7.

(iii) ¢ es parabdlico, es decir, tiene un tnico punto fijo en la frontera del disco unidad
7. De nuevo definimos ¢ = T o ¢ o T~1. Esta es una transformacion de Mobius que fija
el punto co. Es decir, ¥(w) = aw + b. Como adem4s, tiene que fijar el eje imaginario, se
tiene que si Rew = 0, entonces Ret(w) también debe ser cero. Es decir, Re(azi+b) =0
para todo z real. Esto implica que Reb = 0 e Im a = 0. Finalmente, sabemos que no tiene
m4és puntos fijos. Esto implica que a = 1, con lo que ¢/(7) = 1. Es decir, ¥(w) = w +b
con Reb =0y ¢, (w) = w + nb. Por lo que, ¥, (w) converge a oo para todo w € H. Es
decir, ¢,,(z) converge a 7 para todo z del disco unidad.

De nuevo tenemos que si &« > 0y II = {w : Rew > a}, entonces ¢ (II) = II. Por tanto,
¢ deja invariante cualquier disco en ) tangente a dID en 7.

Resumiendo, si ¢ tiene un punto fijo 7 en el disco unidad, entonces ¢ es una “rotacién”
alrededor de 7. En caso contrario, ¢ tiene un punto fijo en la frontera del disco unidad
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tal que sus iteradas convergen a él. También es importante resaltar esa familia de dis-
cos que son globalmente invariantes. Veremos en las préximas secciones que éstas no son
propiedades especificas las los automorfismos ya que las comparten con cualquier autoapli-
cacién analitica del disco unidad.

3. DISTANCIA HIPERBOLICA.

Una herramienta fundamental en el estudio de la dindmica compleja en el disco unidad
es la distancia hiperbdlica que viene dada por

1 1+ 1=y

plz,w) = 5 log para todo z,w € .
1 - Z;_
1—Zzw

La comprobacién de que ésta es una métrica completa en el disco unidad es un ejercicio
elemental.

Sea ¢ € Hol(ID, D). Fijemos z € Dy b = ¢(z). Entonces la aplicacién ¢ = ap 0 p o ar,
es una autoaplicacién del disco unidad que fija el cero. Por el lema de Schwarz, para cada
w € D tenemos que

a0 9 0 ()] < Juw].

Aplicando esto al punto o, (w) tenemos que |y o p(w)| < |, (w)], es decir,

e(2) — p(w) Z—w‘
= pw)| |1 7u
para cualesquiera dos puntos z y w en el disco unidad. Puesto que la funcién x €

[0, +00) — 3 log 112 es creciente obtenemos que

p(e(2), p(w)) < p(z,w)
para cualesquiera z y w en el disco unidad. Un anélisis detallado de este iltimo argumento
muestra que la igualdad se da para una pareja de puntos distintos z y w en el disco unidad si
y s6lo si ¢ es un automorfismo del disco unidad. Resumiendo, hemos obtenido el siguiente
resultado clave para las aplicaciones de la métrica hiperbdlica a la iteracién de funciones
analfticas en el disco unidad.

Proposition 3.1. Toda autoaplicacion analitica en el disco unidad es una contraccion
para la métrica hiperbélica. Es decir, si ¢ € Hol(DD, D) entonces

p(p(2), p(w)) < p(z,w)  para todo z,w € D.

Ademds, la igualdad se da para algin par de puntos distintos si y sélo si © es un auto-
morfismo del disco unidad y esto sucede si y sélo si se da la igualdad para toda pareja de
puntos.

4. EL TEOREMA DE DENJOY-WOLFF.

El punto de arranque de la dindmica en el disco unidad lo constituye el conocido como
teorema de Denjoy-Wollf del ano 1926. Concretamente, fue Wolff el primero que lo estable-
ci6 en el ano 1925 para funciones analiticas en el disco unidad que tienen una extensién
continua al disco unidad cerrado. Unas semanas después, aparecieron dos trabajos inde-
pendientes de Denjoy y de Wolff mostrando el resultado tal y como lo vamos a establecer
mads abajo.

Antes de nada mostramos algunos ejemplos que ilustran lo que ocurre en general.
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Example 4.1. Consideremos ¢ : D — D dada por p(z) = 22. Obviamente, ¢, (z) = 2"
y, por tanto, ¢, (z) — 0 para todo z € D.

Example 4.2. Consideremos ¢ : D — D dada por p(z) =1— (1 — 2)%, donde 0 < a < 1.
Entonces, p,(z) =1 — (1 —2)*" y, por tanto, ¢, (2) — 0 para todo z € .

Observemos que en ambos casos 0 es un punto fijo de ¢. Veamos ahora algiin ejemplo
de funciones sin puntos fijos en el disco unidad.

Example 4.3. Consideremos ¢ : D — D dada por ¢(z) = 5i=. Entonces, ¢, (2) =

2—z°

(};Zi)_z:: y, por tanto, ¢, (z) — 1 para todo z € D.

_ 1—z
(1+(1-2)2)1/2"

on(z)=1-— m y, por tanto, ¢, (z) — 1 para todo z € D.

Example 4.4. Consideremos ¢ : D — D dada por ¢(z) = 1 Entonces,

Es decir, en ambos casos la sucesién de iteradas converge a la funcién constantemente
1. Sabemos que un resultado de este tipo no puede ser cierto en general, como muestra
el ejemplo de las rotaciones (y mds generalmente los automorfismos elipticos del disco
unidad). Pues bien, ésta es la uinica excepcién posible.

Theorem 4.1 (Denjoy, Wolff, 1926). Sea ¢ € Hol(D, D) que no es un automorfismo
eliptico. Entonces existe un punto T € D tal que la sucesion de iteradas ¢, converge a T
uniformemente sobre compactos de .

Definition 4.1. FEl punto T se llama punto de Denjoy- Wolff de .

La demostracién la haremos con detalle. Hay dos casos bien diferentes: cuando ¢ tiene
un punto fijo en D y cuando no lo tiene. Para el segundo caso seguiremos la demostracién
de Burckel que puede verse en [15].

4.1. Demostraciéon del Teorema de Denjoy-Wolff cuando ¢ tiene un punto fijo
p € D. Recordemos que la funcién ¢ tiene a lo sumo un punto fijo en el disco unidad.
Supongamos en primer lugar que p = 0. Usando que ¢ no es un automorfismo, por el lema
de Schwarz tenemos que |p(z)| < |z| para todo z € D.

Fijemos 0 < r < 1. Llamemos M (r) = sup{|¢(2)| : |z| <7} y 6 = M(r)/r. El lema de
Schwarz afirma que § < 1.

Notemos ¥ (z) = ¢(rz)/M(r). La funcién ¢ es analitica en el disco unidad, lleva el
disco unidad en si mismo y ¥ (0) = 0. De nuevo podemos aplicar el lema de Schwarz para
concluir que |Y(z)| < |z| para todo z, esto es, |p(rz)| < M(r)|z| para todo z en el disco
unidad. De esta forma si |z| < r, entonces

(@) = lp(r2)| < ME)|Z] = ol

(obsérvese que este sencillo argumento es una ligera mejora del propio lema de Schwarz).
Usando que |¢(2)| < |z| e iterando el proceso tenemos que

lon(2)] < 0"z
para todo z de médulo menor que 7. Esto implica que ¢,, converge a cero uniformemente
en r.
Supongamos ahora que p # 0. Llamamos ¢ = o, o ¢ o ay,. Entonces 1) es una autoapli-
cacién analitica del disco unidad que fija el punto cero y que no es automorfismo del disco

unidad. Por lo anteriormente visto, v,,(z) converge a cero uniformemente sobre compactos
en el disco unidad. Puesto que v,, = a;, 0 ¢, © oy, tenemos que 1, 0 o, (2) converge a cero
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Y ©n(2) = apo1), oay(2) converge a apy(0) = p uniformemente sobre compactos en el disco
unidad.

Esto finaliza la prueba cuando ¢ tiene un punto fijo en el disco unidad.

4.2. Demostraciéon del Teorema de Denjoy-Wolff cuando ¢ no tiene puntos fijos
en . Esta situacién es bastante mas complicada, esencialmente por no tener el lema de
Schwarz. Tal lema se ha utilizado para construir una familia de discos (los centrados en
cero y de radio ) que son invariantes por . Cuando ¢ no tiene puntos fijos, esta idea se
puede sustituir por el siguiente

Theorem 4.2 (Lema de Wolff). Sea ¢ € Hol(ID, D) sin puntos fijos en el disco unidad.
Entonces existe un dnico punto v € 0D tal que si D es un disco contenido en ID que es
tangente a 0D en T, entonces (D) C D. Es decir,
L2 _1— (=)

7 S 2
[T =2 7 |7 = »(2)]

(4.1)

para todo z € .

Tlustracion del lema de Wolff

Proof. Fijemos una sucesién (r;) de nimeros reales positivos y creciente convergente a 1 y
llamemos ¥*(2) = p(ry.2) para todo k y para todo z € I. Entonces cada Y es una funcién
analitica en el disco cerrado D y para cada z € 9D se tiene que

|2 = (z = ¥*(2)| = lo(re2)] < 1=z].
Por el Teorema de Rouché, la funcién Id — ¥ tiene tantos ceros en el disco unidad como
la funcién identidad Id. Es decir, existe un tnico z; € D tal que ¢(rgzi) = @Z)k(zk) = 2.

Pasando a una subsucesion si es necesario podemos suponer que zj, converge a un punto
7€ D. Si T e D, entonces

T= lilrcn 2 = li]in o(rpzr) = ¢ <li]1€fll Tkzk> = (7).

Lo que contradice que ¢ estd libre de puntos fijos en el disco unidad abierto. Por tanto,
T € 0D.

Fijemos D un disco en D tangente a D) en 7. Entonces existe un 0 < § < 1 tal que D es
el disco centrado en 67 y radio 1 —¢§. Tomemos z € 0D ND. De la ecuacién |z — 07| = 1 -9,

1—|z)?
2 —2Re(Tz)

La funcién f* = 0y © YF o o, es una autoaplicacién analitica del disco unidad en sf
mismo, que fija el punto 0. Por tanto, |f*(w)| < |w| para todo w € D. Aplicando esto al
punto o, (w) obtenemos que

uno deduce sin dificultad que § =

PF(w) — 2
1 -z (w)

w—z
s' i

1 —Zw
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zZ—Z

para todo w € D. Si llamamos p;, = , esta desigualad dice o, owk(z) pertenece al

1 -2z
disco de centro el origen y radio py,. Es decir, 9*(2) pertenece al disco o, ({w € D : [w| < pi}) .
1—pi
1—pj |25 ]2

Puede probarse que el centro de este disco es c(k) = 2z y su radio R(k) =

1|z 2
1—p3|zkl?

pr- Es decir,

1—pf 1}
W (z) - k' < or
’ 1 — pplzl? 1— pplzl?

Por otro lado,

(1= [21") (1 + |24]* — 2Re(Z52))

1— 212 =
pk|zk| ’1 —Z_kZ|2
Asi que
1— [z
R(k) = ———75P
1 — pj|zk]?
|1 —Zzz|? z— 2z |1 — 7z 1— |22
1+ |22 —2Re(Zx2) |1 — Zgz | k—+oo 2 — 2Re(T2) 2 — 2Re(Tz)
y
1= p? 1= Jap 1= |
c(k) = = — = 0rT.

11— p3laf? T T4 22— 2Re(Zez) " kotoo 2 — 2Re(72)
Tomando limites en k£ concluimos que
lp(z) —o7| <1-46

para todo z en la frontera del disco de centro 7 y radio 1 —d y n € N.

Este argumento muestra que ¢(9D) C D. Puesto que esto se verifica para todo disco
tangente a la frontera en 7, concluimos que ¢(D) C D. El hecho de que ¢ sea analitica y
no constante, permite concluir que ¢(D) C D.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existen dos puntos 71 y 72 que satisfacen
la tesis. Tomemos dos discos Dy y Do tales que D; es tangente al disco unidad en 7;,
j = 1,2, y tangentes entre si. Sea z el tinico punto comin del borde de ambos disco.
Aplicando la tesis del teorema tenemos que ¢(z) pertenece tanto a D como a D. Por
tanto, ¢(z) = z, lo que contradice que ¢ no tiene puntos fijos en .

Analicemos ahora la interpretacién analitica que aparece en la desigualdad (4.1). De

. + . .
nuevo usamos la transformacién de Cayley T'(z) = T2 que lleva el disco unidad D en
T—Z

el semiplano derecho H = {w : Rew > 0} y cuya inversa es T~ (w) = = ek Definamos
w

) =T opoT 1. Los discos tangentes a 7 se transforman mediante 7" en semiplanos cuya
frontera es una recta vertical. Por tanto, llevar discos tangentes en su interior se reescribe
en el semiplano mediante: Rew < Re(w) para todo w € H. Pero si z es un punto del
disco unidad y llamamos w = T'(z) entonces

T4+z 1—|z)?

Rew = Re = .
T—2z |t—22

Por otro lado ¥(w) = T(p(2)) y

THek) _1-le(x)P
T—p(z) T =)

Rey(w) = Re
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Por consiguiente,
T Rl

=P STr—ep P

O

Proof. Pasamos ya a probar el Teorema de Denjoy-Wolff cuando ¢ no tiene puntos fijos
en ). Sila funcién en us automorfismo ya sabemos que el resultado es cierto. Asi que
supondremos que ¢ no es un automorfismo.

Sea z un punto del disco unidad.

Probamos en primer lugar que |p,,(z)| converge a 1. Supongamos que no es asi. Entonces
existe un punto p € D y una subsucesién ¢,,, (z) que converge a p. Puesto que la sucesién

p(¢,(2), ¢ni1(2)) es decreciente, existe un § € [0, +00) tal que p(¢,(2), ¢,11(2)) 0 J.
n—-r+0oo

De esta forma

P p(p)) = 1im _p(en, (2), on,11(2)) = 6.

li
k—+
Por otro lado,

Ple(p), a(p)) = 1im p(pn, 11(2), Pny1a(2)) = 0.

Por tanto, p(p, v(p)) = p(p(p), vs(p)), lo que es imposible ya que p no es un punto fijo y
© no es un automorfismo.

Por consiguiente, tenemos que la sucesién ¢,,(z) se aproxima a la frontera, pero, por
|1-72|2

,We(?z)zl—csycentro

otro lado, permanece siempre en el disco tangente a 7 de radio
d7. Esto implica que ¢, (z) converge a 7.

Finalmente, el teorema de Vitali (acotacién y convergencia puntual implica convergencia
uniforme sobre compactos) permite concluir la convergencia uniforme sobre compactos de

Y, aT. (]

5. LA DERIVADA ANGULAR.

Decimos que una funcién f : D — C tiene limite angular L € C en el punto ¢ € 0D si
para cada M > 0 se verifica que

lim z)=1L
z—E€,2€5(&,M) f( )

siendo S(&, M) la region de Stolz {z eD: |1§:|; < M} El conjunto S(&, M) es una regién

parecida a un angulo con vértice en &. Usaremos la notacién L = Zlim, ¢ f(z) para
denotar tal limite. Los resultados de esta seccién nos los vamos a demostrar. Una buena
referencia para ver las demostraciones y profundizar en los conceptos angulares es el texto
de Pommerenke [52].

Es claro que si L = lim,_¢ f(z), entonces L = Zlim,_¢ f(z), lo que a su vez implica
que L = lim,_,; f(r€) (este dltimo llamado limite radial), pero ninguna de los reciprocos
son ciertos.

Presentamos un sencillo ejemplo que muestra la diferencia entre limite y limite angu-

z+1

=% ) - Claramente

lar. Consideremos la funcién ¢ : D — D dada por ¢(z) = exp (—

lim, 3 ¢(r) = 0. Con un argumento un poco mds elaborado puede verse que también
Zlim,_,1 p(2) = 0. Por el contrario, si tomamos ¢ € (0,27) , se tiene que ¢ (3 + 2e%) =

% (—1 + 2 12()511919 z) , un niimero complejo de modulo e~!. Por tanto, limg_, ¢ (% + %eei) #*

0. Esto implica que no existe lim,_,; ¢(z). La diferencia entre limite radial y angular es
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algo menos elemental y seria necesario introducir el concepto de funcién normal para
entenderla, algo que estd fuera del alcance y objetivo de este curso.

Volvamos ahora a nuestro estudio del comportamiento de las iteradas de una aplicacién
@ : D — D sin puntos fijos. Llamemos 7 a su punto de Denjoy-Wolff. El lema de Wolff
afirma que

1= JeP _ 1= le(a)?
[r=2F = T = p(z)P

(5.1)

para todo z € D.
Por otro lado, para cada angulo de Stolz S(7, ), existe una constante c, tal que |z —7| <

c(1 — |z|) para todo z € S(7, ). De esta forma

IT—2> |t—2 1

T—22 — 1—|2| 1+ 2]

Y concluimos que Z lim ¢(z) = 7. Es decir, 7 es un punto fijo (en sentido angular) de .
Z—T

T = () < (1= le()) |7 =2 <elr -z

Decimos que una aplicacién analitica ¢ : D — D tiene derivada angular en & € 9D

p(z) — (&)

si existe el limite angular Zlim,_ ¢ e C. Siguiendo con la notacién clédsica de

derivada, a tal limite lo notaremos ¢’(£). La relacién entre dicha derivada angular y el
limite angular de la derivada queda reflejada en el siguiente resultado.

Proposition 5.1. [52] Sea ¢ : D — D y £ € OD. Entonces existe
P(8) = Llim ==
si, y solo si, existe Zlim,_¢ ¢'(z) € C, en cuyo caso se tiene que ¢'(§) = Zlim,_¢ ¢'(2).
Si ¢'(€) = oo, puede que no exista Zlim, ¢ ¢'(2).
Theorem 5.2 (Lema de Julia-Wolff). Sea ¢ : D — D y £ € 9D. Si el limite angular
(&) existe y si p(§) € D, entonces existe la derivada angular ¢'(§) € C y

P _ 1= o)

o)  2eblE—z2F 1—[p(2)]

Aplicando esto a la funcién ¢ en el punto fijo 7, teniendo en cuenta la desigualdad (5.1),
concluimos que

0<¢

/ 1— 2 _ 2
O Y e e O
(1) zep T — 2?1 —e(2)]

Corollary 5.3. Sea ¢ : D — I sin puntos fijos en D y sea T su punto de Denjoy-
Wolff. Entonces T es un punto fijo frontera para @, existe la derivada angular de ¢ en
Ty ¢ (1) € (0,1]. Reciprocamente, si & es otro punto fijo frontera de ¢ y ¢'(§) € (0,1],

entonces £ = .

0<y(r)="1

Este resultado pemite introducir la siguiente clasificacién de autoaplicaciones analiticas
del disco unidad, distintas de la identidad, atendiendo al comportamiento alrededor de su
punto de Denjoy-Wollff:

(a) elipticas: aquellas con un punto fijo en el disco unidad abierto;
(b) hiperbdlicas: las que tienen el punto de Denjoy-Wolff 7 € 9D y satisfacen que
/
¢'(r) <1
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(c) parabdlicas: las que tienen el punto de Denjoy-Wolff 7 € 9D y satisfacen que
¢'(r) =1.

Mostramos ahora un par de aplicaciones sencillas e inmediatas que ilustran lo que
estamos haciendo.

Example 5.1. En primer lugar nos centramos en el problema de la extincion de apellidos:
denotamos por py la probabilidad de que un individuo tenga exactamente k hijos varones.
Es claro que > ;2 o pr = 1. Segiin el modelo de Galton-Watson (1874), si consideramos la
funcion ¢(z) = 332 prz®, la probabilidad de supervivencia del apellido es 1 —lim,, ¢,,(0).
¢ Cudl es la probabilidad de que el apellido no desaparezca? Sea T el punto de Denjoy-
Wolff de ¢. Puesto que el segmento [0,1] es invariante, tenemos que 7 € [0,1] y as? el
apellido desaparece si, y sélo si, T = 1. Puesto que 1 es un punto fijo, tenemos que 1 es
el punto de Denjoy-Wolff si, y sdlo si, ¢'(1) = > 72, kpr, < 1 y esto ocurre si, y solo si,
Po = 2 e (k = 1)pk.
Example 5.2. Cuando aplicamos el método de Newton para resolver la ecuacion 2> —1 =
1

0, se genera una sucesion de la forma zp11 = % (zn +4)- Si llamamos p(z) = % (z + %) ,
entonces analizar la convergencia del método de Newton equivale a estudiar los valores de
z para los que la sucesion p,(z) es convergente.

Puesto que ¢ : Hl — H y (1) = 1, aplicando el Teorema de Denjoy- Wolff al dominio
simplemente conexo H y a la funcidon ¢ que tiene un punto fijo en el interior del semiplano,
obtenemos que si z € H, entonces ,(z) converge a 1. Igualmente se comprueba que si
Rez < 0, entonces ¢,,(z) converge a —1.

¢ Qué comportamiento tiene la sucesion p,,(z) si Rez = 07 Lo veremos al final del curso.

6. MODELOS LINEALES FRACCIONARIOS

Uno de los resultados mds importantes sobre las autoaplicaciones del disco unidad es
el llamado Teorema del modelo lineal fraccional que afirma que las propiedades de las
iteradas de cualquier aplicaciéon de Hol(ID, D) pueden verse por medio de las iteradas de
una cierta aplicacién lineal fraccional. La demostracién de este teorema ha sido una
tarea larga que ha durado casi un siglo y a la que han contribuido varios e importantes
mateméticos (Koenigs, Valiron, Pommerenke, Baker, Cowen,...). Desde el punto de vista
de la demostracion, la clave para obtener los modelos ha sido la habilidad para disenar
conjugadas o aplicaciones de intercambio para diferentes tipos de aplicaciones analiticas
en ID. Pero no sélo la existencia de tales aplicaciones ha sido importante, el andlisis de su
unicidad ha conllevado una especial atencién desde el comienzo de la teorfa.

Definition 6.1. Sea ¢ € Hol(D, D). Diremos que un conjunto V-.C D es fundamental
para @ si' V' es un abierto no vacio, simplemente conexo tal que (V) C V' y, para cada
compacto K C D, existe un entero positivo N tal que pn(K) C V.

Obsérvese que, a priori, la existencia de tales conjunto no es obvia. Veremos que siempre
existen tales conjuntos e incluso, cuando la derivada no es cero en el punto de Denjoy-Wollff,
con la propiedad adicional de que ¢ es univalente en V.

6.1. El caso eliptico. La historia comienza en 1884 cuando Koenigs traté el caso eliptico.

Theorem 6.1. Sea ¢ € Hol(D, D), diferente de la identidad, con punto fijo 0 € D tal que
A= ¢'(0) # 0 (necesariamente \ # 1), entonces existe una tnica aplicacion analitica
0:D—Ccono(0)=0,0'(0)=1y

(Ec. de Schroeder) gop=M\0.
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También se wverifica que o o ¢, = A'o para todo n. Esto es, o es una aplicacion de
intercambio entre las parejas de iteracion (¢, D) y (Az,0(D)). Ademds, si |A\| < 1, existe
un conjunto fundamental U C I donde las aplicaciones ¢ y o son univalentes. En dicho
dominio, tenemos que p = o~ 1(\o)

Proof. Si A € 0D, entonces ¢ es una rotacion y es suficiente tomar o la aplicacién identidad.

¢ (2)

z
el disco unidad, estd acotada por 1 y su valor en cero es A. Por consiguiente, la funcién

Supongamos de esta manera que 0 < |A| < 1. La funcién z — es analitica en

1
h(z) = % — 1 es analitica en el disco unidad y verifica que h(0) =0y |h(z)| < o +1<
2
o para todo z € D. Aplicando de nuevo el lema de Schwarz tenemos que |h(z)| < W|Z|
todo z € D. Ll n(zy = ) g

para todo z € D. Llamemos ¢"(z) = yn - Bs claro que
(6.1 #1(z) = 2D (1 g, (2)) + 1)g7(2)

: g () =5 = (h(eal g"(2).

Fijemos ahora r < 1. Por el teorema de Denjoy-Wolff, fijado € > 0, existe m = m(r, ¢) tal
que |¢,,(z)] < € para todo |z| < r. Por tanto,

)] = [ (=) + 1lg"(2)] < (% n 1) "(2)

para n > m.
Si n > m, se sigue que

2¢ nem 1 (2 "
@< (+1) el g ()

siempre que |z| < r. Ademés, para n > m, de la igualdad (6.1) y la desigualdad anterior,
obtenemos que

9" (2) = g"(2)] = [h(pn(2)[lg"(2)] < %Iwn(z)llg”(Z)l = 2[A""Yg" (2)]?

1 /2 2n 2
21\t <— + 1) ="
IA[2m A | A[2m+

IN

2e 2
siendo ¢ = <W + 1) |A]-
Tomando ¢ tal que ¢ < 1, la serie Y ¢" es convergente y concluimos que existe el limite
de ¢"(z) uniformemente en el disco de centro cero y radio r.
La arbitrariedad de r permite definir la funcién analitica
: o (2)
o(2) = limg" () = lim =5,
donde el limite es en la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos. Claramente
c(0)=0,0'(0)=1y
@5 (p(2)) - Pnt1(2)
o(p(z)) = lim "T = Alim % = Ao (2).

n

Con esto ya hemos probado la existencia de ¢ verificando la ecuacién de Schroeder.
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Notemos roy = H\/lﬁ Es bien conocido que ¢ es univalente en el disco U = {z : |z| <
ro}. Por otro lado, el lema de Schwarz garantiza que ¢(U) C U. Ademds, en este dominio
la funcién o es el limite en la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos de
funciones univalentes, luego es univalente en U o constante. Puesto que ¢'(0) = 1, la
funcién ¢ no puede ser constante y obtenemos que es univalente.

Dejamos como ejercicio la unicidad. U

Remark 6.1. Observemos que en el dominio U, tenemos que o, (2) = o~ (A\"0(z)). Luego

el comportamiento de las iteradas "coincide" con las iteradas de la funcion z — \z.

Remark 6.2. Si ¢ es univalente en el disco unidad, entonces o también lo es.

A== Se tiene que ¢'(0) = a
! — — a_ ]

y resulta que ¢'(z9) = 0 para zg = ES Este ejemplo muestra que en general no es

Remark 6.3. Sea a = 1/2 y consideramos la funcion ¢(z) = z

posible reemplazar el radio del dominio U por un radio mayor en la demostracion anterior.

Example 6.1. Consideremos la funcion ¢ : D — D dada por ¢(z) =1 — (1 — 2)?, donde
0 < a < 1. Entonces, (0) =0 y ¢'(0) = a. Puede comprobarse que su funcion de Koenigs
es 0(z) = log 2= para todo z € D.

Antes de terminar el caso eliptico es interesante observar que no hemos dicho nada para
el caso en que la derivada en el punto de Denjoy-Wolff sea cero. En este caso, el modelo
se busca como una solucién de la ecuacién de Bottcher y puede verse un estudio bastante
detallado en el trabajo de Cowen [22].

6.2. El caso hiperbdlico. En 1931, Valirén obtuvo un resultado similar al de Koenigs
para funciones hiperbdlicas. En este caso, el correspondiente resultado de unicidad fue
obtenido por Bracci y Poggi-Corradini [13]. La prueba de la unicidad descansa sobre
técnicas desarrolladas previamente por Cowen [21].

Theorem 6.2. Sea ¢ € Hol(D, D) con punto de Denjoy-Wolff T € 0D tal que 0 < X :=
¢ (1) < 1 (esto es, ¢ es hiperbdlica), entonces existe una unica aplicacion o : D — H con
o(0)[ =1y

1
(Ec. de Schroeder) gop=-0.

. . 1 . ‘
También se verifica que coyp,, = N para todo n. Ademds, existe un conjunto fundamental
U C D donde las aplicaciones ¢ y o son univalentes. Adicionalmente, si z € D, entonces
la sucesion @, (z) converge a T no tangencialmente, es decir, existe un dngulo de Stolz S

con vértice en T tal que p,(z) € S para n suficientemente grande.

6.3. Un paréntesis: el paso hiperbélico. Fijemos ¢ € Hol(D, D) y 29 € Dy denotemos
Zn = ¢, (20). Tenemos que

P(2ns zn41) = p(@(2n-1), (2n)) < p(2n-1, 2n)-

Es decir, la sucesion p(zy, zn+1) es decreciente. Por tanto, siempre existe lim,, p(2p, 2n+1)
y pertenece a [0, 4+00).

Es inmedianto que si ¢ es eliptica y no es un automorfismo con punto fijo 7 € D,
entonces limy, p(2p, znt1) = p(7,7) = 0. No es tan elemental pero puede probarse que si ¢
es hiperbdlica entonces lim,, p(2y, zn+1) > 0 para cualquier punto inicial zp.
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La situacién es radicalmente distinta si consideramos funciones parabdlicas. Una funcién
parabdlica ¢ € Hol(ID, D) se dice que es de paso hiperbdlico cero si para algin zg € D,

lim p(zp, zn41) = 0,

donde z, = ¢, (20). En esta definicién la palabra "algun" puede ser reemplazada por
"todo", es decir, este concepto no depende del punto inicial zyp. Si ¢ no es de paso
hiperbdlico cero, para cada zg € D, se tiene que

lim p(zn, Zn+1) > 0.
n

Por esta razén a las funciones que no son de paso hiperbdlico cero las llamaremos de paso
hiperbdlico positivo.

En muchas situaciones no es facil distinguir si una funcién es de paso hiperbdlico cero
o positivo. Puede probarse que si ¢ es parabdlica de paso hiperbdlico positivo entonces
z, converge al punto de Denjoy-Wolff tangencialmente. Asi si ¢(z) = Y o0 a,2" es
parabdlica con a, € R para todo n, entonces ¢ es de paso hiperbdlico cero.

Es claro que si ¢ es un automorfismo del disco unidad entonces es de paso hiperbdlico
positivo (ya que p(zn, zn+1) = p(2n—1, 2n) para todo n). Por el contrario, puede probarse
que si ¢ es una transformacién de Mobius parabdlica que no es un automorfismo del disco
unidad, entonces es de paso hiperbdlico cero.

6.4. El caso parabdlico. Sin duda damos ahora un gran salto en el tiempo. Tras el
resultado de Valirén, durante méas de 50 anos el problema de encontrar un modelo para el
caso parabdlico fue un estimulante problema que finalmente fue resuelto en dos etapas en
el ano 1979. En primer lugar Pommerenke [48] prob6 el resultado para funciones de paso
hiperbdlico positivo y, posteriormente, Baker y Pommerenke [7] obtuvieron el modelo para
funciones de paso hiperbélico cero. En ambos casos, fue probado que si ¢ € Hol(D, D)
tiene un punto fijo frontera 7 € 9D con ¢'(7) = 1, entonces existe una aplicacién analitica
o:D— C tal que

(Ec. de Abel) cop=0-+1.

Esta ecuacién se conoce como ecuacién de Abel. En general, para funciones de paso hiper-
bélico cero nada mds puede afirmarse sobre el rango de ¢. Sin embargo, para funciones
de paso hiperbdlico positivo, la funcién o que Pommerenke construyé tiene su rango con-
tenido en un semiplano horizontal. M&s adelante veremos que, de hecho, esta propiedad
caracteriza el paso hiperbdlico.

El siguiente resultado se debe esencialmente a Baker y Pommerenke aunque en la forma
que se establece aqui aparece en [18, Theorem 2.2].

Theorem 6.3. Sea ¢ € Hol(D, D) wna funcion parabdlica y consideremos una drbita
(zn) :== (p,(20)) de ¢. Definamos 1,, : D — C mediante

1/} (Z) — (pn(z) ~ “Zn

Zn+1 — 2Zn

, z¢€D.

Entonces (v,,) es una sucesion de funciones bien definidas analiticas en D que converge
en la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos a una aplicacion analitica o :
D — C tal que o(z9) =0 y

(Ec. de Abel) cop=0-+1.
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Ademds, existe un conjunto fundamental V para ¢ donde ¢ y o son univalentes y, para
cada r > 0, existe un numero natural ng tal que para n > ng, el disco hiperbdlico centrado
en z, y de radio r estd contenido en V.

En lo que sigue, la funcién ¢ mencionada en el teorema anterior serd llamada la apli-
cacién de Koenigs con respecto a zy asociada con .

6.4.1. Paso hiperbolico cero. El siguiente resultado muestra que cuando el paso hiperbdlico
es cero, hay una tinica solucién que es univalente "alrededor" del punto de Denjoy-Wolff
de la ecuacion de Abel, justo como en los casos elipticos e hiperbdlicos.

Theorem 6.4. [18, Theorem 3.1] Sea ¢ € Hol(D, D) parabélica de paso hiperbdlico cero
yo: D — C su funcion de Koenigs con respecto a zg € D. Sea también » : D — C una
aplicacion analitica que sea solucion de la ecuacion de Abel sxo0p = 3+ 1. Entonces existe
una constante A € C tal que sc = o + X si, y sélo si, existe unr >0 y N € N tal que s es
univalente sobre cada disco hiperbdlico de centro ¢, (z0) y radio v para toda n > N.

Un resultado similar a éste, pero con un requerimiento de univalencia ligeramente di-
ferente, puede verse en [44]. Ademds, en este trabajo, Poggi-Corradini prob¢ el siguiente
resultado.

Proposition 6.5. [44, Proposition 7.5] Sea ¢ € Hol(ID, D) parabdlica de paso hiperbélico
cero y o : D — C su funcion de Koenigs con respecto a zo € D. Si 3 € Hol(ID, C) satisface
la ecuacion de Abel
xop=x+1,
entonces existe una funcion entera F tal que 3 = F oo y
F(w+1)=F(w)+ 1, para todo w € C.

6.4.2. Paso hiperbdlico positivo. En este caso hay que decir que se pueden encontrar
muchas soluciones de la ecuacién de Abel con buenas propiedades. Veamos un ejemplo.

2i—-1 1
Consideremos el automorfismo parabdlico del disco unidad dado por ¢(z) = %
[ -z
Su punto de Denjoy-Wolff es 1. Tomemos o : D — II = {w : Imw > 0} dada por
1
o(z) = 1 +Z@'. Se comprueba que o o ¢ = o + 1. Por [24, Ejercicio 2.4.14], existe una
-2z

aplicacién univalente y sobreyectiva F : I — 2 tal que F(w + 1) = F(w) + 1 siendo
Q={well:w#n+iyparal<y<1lyne€Z}

Obviamente la funcién sr = Foo es univalente en el disco unidad y verifica que »xop = s+1.
Sin embargo, no existe una transformacion de Mobius @ tal que ®oo sea igual a 5. Es decir,
desde nuestro punto de vista o y s son dos soluciones de la ecuacién de Abel realmente
distintas. Esto se puede generalizar al siguiente resultado

Proposition 6.6. [18, Proposition 3.2] Sea ¢ € Hol(D, D) parabdlica y sea V' el conjunto
fundamental asociado a ¢ construido en el Teorema 6.3. Sea o : D — C su funcion de
Koenigs con respecto a un punto zg € . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) La aplicacion ¢ es de paso hiperbdlico positivo.
(2) El rango de o estd contenido en un semiplano horizontal.
(3) Hay una solucion de la ecuacion de Abel que es "muy" diferente de o y con buenas
propiedades de univalencia. Mds precisamente, existe una funcion analitica > :
D — C con las siguientes tres propiedades:
(a) La funcion s satisface la ecuacion » o @ = 3+ 1.



16 MANUEL D. CONTRERAS

(b) La funcion s es univalente en el conjunto fundamental V.
(¢) No existe una aplicacion lineal fraccional ® tal que ® o o = .

6.5. Algunas aplicaciones de la teoria de modelos. Usualmente, la funcién de Koenigs
o es dificil de calcular de forma explicita incluso para ejemplos de funciones sencillas ¢. La
razén es que o tiene toda la informacién dindmica tanto de la funcién inicial ¢ como de to-
das sus iteradas y éstas son cada vez mas complicadas. Piénsese en el producto deQBlaschke
de orden dos (véase la tltima seccién del curso para una definicién) ¢(z) = 3;73 (su
punto de Denjoy-Wolff es 1 y es una funcién parabdlica con paso hiperbdlico cero). Sin
embargo sus iteradas se complican cada vez més: ¢,, es un producto de Blaschke de orden
2m,

A pesar de ello se pueden citar muchas aplicaciones de la teoria de modelos incluso fuera
de la propia Dindmica Compleja. Por ejemplo, la existencia de la funcién de Koenigs es la
piedra angular en el estudio de las propiedades espectrales y de ciclicidad de los operadores
de composicién en espacios de Hardy. La clave estd en que si ¢ es eliptica y su la funcién
de Koenigs estd en un espacio de Hardy entonces es una autofuncién y la derivada su
autovalor. Este tipo de aplicaciones puede verse en la magnifica monografia de Shapiro
[53] o en los trabajos de Poggi-Corradini de la segunda mitad de los anos 90. En teoria
de ramificacién, como la mostrada en el modelo de Galton-Watson del Ejemplo 5.1, la
funcién de Koenigs es conocida como medida estacionaria del modelo y puede verse en
[33].

Mostramos también un par de aplicaciones concretas que recientemente hemos obtenido
en el seno del grupo que trabaja en Dindmica Compleja en la Universidad de Sevilla. La
primera de ellas aparece en el trabajo conjunto con Diaz-Madrigal, Martin y Vukotic [17].

Theorem 6.7. Sea ¢ una transformacion de Mobius que lleva el disco unidad en st mismo,
que no es un automorfismo del disco y con punto de Denjoy- Wolff p. Sea f una autoapli-
cacion holomorfa del disco unidad “conforme” en p y tal que

fop=1of

para alguna transformacion de Mobius ¢ que lleva el disco en si mismo. Entonces f es
una transformacion de Mdbius.

La segunda aplicacién es una caracterizaciéon de los productos de Blaschke finitos que
conmutan. El caso eliptico fue resuelto por Chalendar y Mortini en 2001. Posteriormente,
Arteaga obtuvo una caracterizacién para productos de Blaschke sin puntos fijos en el
disco unidad. Este usaba técnicas de teorfa ergédica. Lamentablemente sus técnicas no
funcionan para funciones parabdlicas con paso hiperbdlico cero. Recientemente, en un
trabajo conjunto con Basallote y Herndndez-Mancera [8], hemos cerrado la prueba con el
resultado que mostramos a continuacién. Antes recordemos que un producto de Blaschke
B con ceros en (z,) C D es una funcién de la forma

0o ’ .
ne1l *n n

z
(usamos el convenio de que M se reemplaza por 1 si z, = 0) donde A € 9D y la sucesioén de
z

n
ceros (zy,) satisface la condicién de Blaschke >, (1—|z,|) < co. Esta condicién garantiza la
convergencia uniforme sobre compactos del anterior producto. Es decir, B es un producto
adecuado de automorfismos conformes del disco unidad. Si sélo consideramos un nimero
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finito de factores, obtenemos los llamados productos de Blaschke finitos. Los ceros de un
producto de Blaschke (finito o no) son precisamente los puntos de la sucesion (z,,) teniendo
en cuenta que la multiplicidad de cualquier cero se refleja en el nimero de veces que se
repite en la sucesion.

Theorem 6.8. Sean ¢ y ¥ dos productos de Blaschke finitos tal que el punto de Denjoy-
Wolff de p estd en la frontera del disco unidad. Entonces las funciones @ y ¢ conmutan
si, y solo si, existen dos nimeros naturales n y m tales que ,, = 1,,.

7. COMPORTAMIENTO DE LAS ITERADAS EN LA FRONTERA

7.1. Convergencia en la frontera al punto de Denjoy-Wolff. Con el teorema de
Denjoy-Wolff hemos obtenido mucha informacién sobre la sucesién (¢, (z)) cuando z € D,
pero {qué ocurre con la sucesion (¢,,(€)) cuando £ € 9D? Obviamente esta pregunta debe
ser matizada y explicada. La primera cuestén es si tiene sentido hablar de ¢,,(£) cuando
& € 0D. Viene en nuestra ayuda el siguiente teorema de Fatou:

Theorem 7.1. Sea ¢ : D — D una funcion analitica. Entonces el limite angular
p(€) = £limp(z) € D
Z—>
existe para casi todo & € OD. Ademds, la funcion

p: 0D — D
& — ()

es medible.

Un concepto intimamente ligado a este resultado es el de funcién interna: Una autoapli-
cacién analitica del disco unidad ¢ se dice que es interna si

p(§) =2 lin% ¢(z) € 0D

para casi todo £ € 9D.

Volviendo a la iteracién, a la vista del anterior teorema existe un conjunto A de medida
cero tal que ¢, (§) = Zlim, ¢ ¢, (%) existe para todo { € 9D\ A y para todo n € N.
Luego ya podemos reformular de forma maés precisa nuestra anterior pregunta:

Sea ¢ una autoaplicacién analitica del disco unidad con punto de Denjoy-Wolff 7 € D.
(Es cierto que (¢, (§)) converge a 7 para casi todo { € D7

Obviamente la respuesta en general es no y el ejemplo méas simple viene dado por la
funcién () = 22 cuyo punto de Denjoy-Wolff es cero pero si tomamos & € 9D, entonces
|, (£)] = 1. Luego si € estd en la frontera del disco unidad, tenemos que (¢,,(£)) no puede
converger a 0.

En cualquier caso, en los iltimos afios este problema ha sido ampliamente estudiado y
hoy en dia podemos dar mucha informacién sobre la convergencia en la frontera. Empece-
mos por mostrar la respuesta en el caso eliptico. Esta fue obtenida en 2005 por Bourdon,
Matache y Shapiro e, independientemente, por Poggi-Corradini.

Theorem 7.2. [10] [45] Sea ¢ una autoaplicacion eliptica del disco unidad D distinta de
la identidad. Entonces (p,(€)) converge al punto de Denjoy-Wolff de ¢ para casi todo
£ € 0D si y sdlo si p no es una funcidn interna.
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Proof. Reproducimos la demostraciéon de Bourdon, Matache y Shapiro basada en resulta-
dos de teoria de operadores.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el punto de Denjoy-Wolff es cero.
Consideremos el espacio de Hilbert H* = {f : D — C : [,p [f(£)|*dm < 400}, donde
m denota la medida de Lebesgue normalizada en I y su subsepacio X = {g € H? :
g(0) = 0}. El principio de subordinacién de Littlewood garantiza que el operador de
composiciéon C,, : X — X, dado por Cy(g) = go ¢ para todo g € X, es continuo. Ademis,
Shapiro probé que si ¢ no es interna y fija el punto cero entonces M := ||Cy||x < 1 (esta
desigualdad puede verse en [54, Theorem 5.1]). Por tanto,

2 2
%) dm / o, |“dm
/m(;\nr) > [ led

o0 00 o
= D el =Y"lICpo0 ..o CoId)|? <Y M < 0.
n=1 n=1

n=1

o0

Por consiguiente, Z lon(€)|> < oo para casi todo & € 9D, lo que implica que ¢, (&)
n=1

converge a cero en casi todo punto £ € 9.

El reciproco es inmediato. O

Cuando el punto de Denjoy-Wolff estd en la frontera tenemos el siguiente resultado que
también se debe a Bourdon, Matache y Shapiro e, independientemente, a Poggi-Corradini.

Theorem 7.3. [10] [45] Sea ¢ una autoaplicacion del disco unidad D con punto de Denjoy-
Wolff en la frontera del disco unidad y de paso hiperbdlico positivo (esto incluye a todas las
funciones hiperbdlicas y a parte de las parabdlicas). Entonces (¢,,(§)) converge al punto
de Denjoy-Wolff de ¢ para casi todo £ € OD.

Queda por abordar el caso que tradicionalmente es m&ds complicado: las funciones
parabdlicas con paso hiperbdlico cero. Al igual que el caso eliptico, la respuesta depende
de si la funcién es interna o no lo es. Si es interna, la convergencia en la frontera depende
de la velocidad con la que lo hace en el interior. Concretamente tenemos lo siguiente.

Theorem 7.4. [10, Theorem 4.2] Sea ¢ una funcion parabdlica interna de paso hiperbélico
cero. Entonces (p,(€)) converge al punto de Denjoy-Wolff de ¢ para casi todo £ € 0D si
y sdlo si existe un (o, equivalentemente, para todo) z € I tal que

(o ¢]

S0 lpu(a)) < +oo.

n=0

En [19] puede verse el que, hasta donde sabemos, es el unico resultado para funciones

parabdlicas de paso hiperbdlico cero. Este resultado da una condicién necesaria para la
convergencia en términos del “tamano” del rango de la funcién de Koenigs.

Theorem 7.5. [19] Sea ¢ una funcion parabdlica de paso hiperbdlico cero. Supongamos
que la funcion de Koenigs o tiene limite angular en casi todo punto de 9D, entonces
(p,,(€)) converge al punto de Denjoy-Wolff de ¢ para casi todo § € OD.

La hipdtesis sobre o en el resultado anterior es muy general y se satisface en los siguientes
casos:

- Si o pertenece a algin espacio de Hardy. Esta propiedad ha sido muy estudiada en la
literatura y mencioén especial merecen los trabajos de Poggi-Corradini de los anos 90.
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- Si el conjunto C\o (D) tiene capacidad logaritmica positiva. Esta propiedad se satisface
si, por ejemplo, o omite un continuo como sucede cuando ¢ es univalente.

Conjecture 7.6. Sea ¢ una funcion parabdlica de paso hiperbdlico cero que no es interna.
Entonces (¢,(§)) converge al punto de Denjoy-Wolff de ¢ para casi todo & € OD.

7.2. Comportamiento cuando no hay convergencia. Productos de Blaschke. En
la subseccién anterior nos hemos planteado si hay convergencia al punto de Denjoy-Wolff
en la frontera del disco unidad. Hemos visto situaciones donde si las hay y otras donde
no. Pero, jqué ocurre cuando no hay convergencia a dicho punto? Todos los ejemplos
conocidos donde no la hay son funciones internas. Dedicamos a ellas esta parte final del
curso.

Una de las clases fundamentales de ejemplos en teoria de funciones es la formada por las
funciones internas que ya han aparecido. Recordemos de nuevo que este tipo de funciones
son exactamente aquellas autoaplicaciones del disco unidad cuyos limites radiales tienen
modulo uno en casi todo 0. Indudablemente, su relevante papel en la teoria se debe en
gran parte al teorema de factorizacion interior-exterior que, entre otras cosas, afirma que
hay dos tipos bésicos de funciones internas: funciones internas singulares y los productos
de Blaschke.

Desde el punto de vista de la iteracién, las funciones internas generales pueden ser
reducidas a productos de Blaschke usando el siguiente teorema de Frostman [53]:

Theorem 7.7. Sea ¢ una funcién interna. Entonces o¢ o ¢ es un producto de Blaschke
para todo C excepto posiblemente para un conjunto de capacidad logaritmica cero.

Ahora bien, si o¢ o es un producto de Blaschke, entonces 1) = ¢ o oo también lo es
y sus iteradas satisfacen 1,, = o¢ 0 ¢, 0 o¢. De esta forma las propiedades de ¢,, y v,, son
esencialmente las mismas en lo que concierne a la iteracién. Esto hace que nos podamos
centrar en los productos de Blaschke.

La primera cuestion es distinguir entre el caso parabdlico e hiperbdlico. La respuesta
se debe a Frostman (ver ademds el trabajo de Ahern y Clark [6, Theorem 2]).

Theorem 7.8. Sea B un producto de Blaschke con ceros (zp) y tal que 1 es su punto de
Denjoy-Wolff. Entonces

Una vez que tenemos determinado cuédndo el producto de Blaschke es parabdlico, para
analizar su comportamiento en la frontera es clave distinguir su paso hiperbdlico. Para
productos de Blaschke finitos, el paso hiperbdlico puede caracterizarse en términos de la
derivada segunda (nétese que en este caso la funcién es analitica més alld del disco unidad
y, por tanto, podemos derivar dos veces):

Proposition 7.9. Sea B un producto de Blaschke finito con ceros (21, ..., zm) y con punto
de Denjoy-Wolff 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) B es de paso hiperbdlico cero.
(2) B"(1) =0.



20 MANUEL D. CONTRERAS

(3) Los ceros de B satisfacen
1—
§ |Zk| S Tm 2z, = 0.

Hasta donde nosotros sabemos, para productos de Blaschke infinitos, tenemos que in-
troducir nociones de la teorfa ergédica para caracterizar el paso hiperbdlico.

Supongamos que (£2, X, 1) es un espacio de medida y consideremos una transformacién
medible T : Q — Q no-singular, es decir, tal que para cada conjunto medible A € ¥, se
verifica que pu(T1(A)) = 0 si, y sélo si, u(A) = 0. En este contexto se dice que T es una
aplicacién ergédica si, y sélo si, los nicos conjuntos T-invariantes (esto es, T-1(A4) = A
(mod .u)) son los triviales, es decir, los que ellos o su complemento en 2 tienen medida
cero. Una forma més fuerte de ergodicidad viene dada por la exactitud. Concretamente,
una transformaciéon medible no-singular T decimos que es exacta si, y sélo si,

ﬂ T7"(A) ={0,9}, (mod. ) para cada A € X.

En nuestro Contexto, el espacio de medida subyacente es la frontera del disco unidad 0D
donde consideramos la medida de Lebesgue m sobre la familia de todos los subconjuntos
de 0D medibles en el sentido de Borel. Ademads, en el contexto de funciones internas ¢,
podemos considerar la transformacién medible ¢ : 0D —0D.

El siguiente resultado (debido a Neuwirth [38] y Aaronson [1], [2], véase también [26, §3])
nos permite relacionar la teoria ergddica con la clasificacién de autoaplicaciones analiticas
desarrollada en este curso.

Theorem 7.10. Una funcidn interna es ergddica si y sélo si es exacta si y sélo si es de
paso hiperbdlico positivo.

Si la funcién interna es eliptica se puede dar més informacion:

Theorem 7.11 (Pommerenke). [51] Existe una constante positiva K tal que si ¢ es una
funcion interna que fija el cero y que no es un automorfismo, B es un arco en 0D y A es
un conjunto medible de medida positiva, entonces
By "(A)]
A
para todo n € N, donde a = max{1/2,|¢'(0)|} vy, dado un conjunto medible C, |C| denota
la medida de Lebesgue normalizada.

—|B]| < Ke "

El anterior resultado muestra la medida del conjunto BNy "(A) ={£ € B: ¢, (§) € A}
converge a |A||B.

En trabajos recientes de J.L. Ferndndez, Melidn y Pestana se continia en la linea de
cuantificar el comportamiento de las iteradas de una funcién interna eliptica (véase [29]y
[30]). Citemos por ejemplo el siguiente resultado:

Theorem 7.12 (Ferndndez-Melidn-Pestana). Sea ¢ una funcion eliptica e interna y que
no es un automorfismo del disco unidad. Fijemos £y € OD y (ry,) una sucesion decreciente
de nimeros positivos.

1) Si Zrn = 400, entonces

Tn

liminf,, =0 para casi todo £ € OD.
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(2) Si Zrn < 400, entonces
d(@n(f)? 50)

liminf,,_ o0 — =% = 400 para casi todo £ € M.
Tn

(d denota la distancia angular en 0D ).

Este resultado ha sido mejorado posteriormente en [30] para productos de Blaschke
finitos elipticos.

Una interesante linea de trabajo que relaciona ergodicidad, dindmica y funciones inter-
nas fue la iniciada por Hamilton en [32]. Por falta de tiempo nos vemos obligados a dejar
al lector profundizar en ella.

Queremos finalizar planteando como problema abierto la veracidad de estos tltimos
resultados para productos de Blaschke finitos parabdlicos de paso hiperbdlico cero. ;Son

. . 322 +1
ciertos para funciones tan elementales como p(z) = 213
3z+1

z

(composicién del automor-

fismo z — con la funcién z s 22)?
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