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Abstract. La teoría de iteración compleja incluye aquellos aspectos de la dinámica
relacionada de alguna forma con el comportamiento asintótico de las iteradas de una
función holomorfa en una variedad compleja. Los primeros resultados de esta teoría
pueden encontrarse en las últimas décadas del siglo XIX y principalmente a comienzos
del siglo XX. Hoy en día, este tema sigue siendo de gran actualidad. Indudablemente,
en esta teoría los aspectos geométricos juegan un papel muy importante y es esencial el
tipo de variedad con la que estemos trabajando. En dimensión compleja uno, hay tres
tipos muy distintos de variadades simplemente conexas que pueden ser reducidos a los
siguientes: la esfera de Riemann, el plano complejo y el disco unidad. El estudio de este
último caso es el objetivo fundamental de este curso.
El teorema de Denjoy-Wolff garantiza que si ϕ es una autoaplicación analítica del

disco unidad que no es un automorfismo elíptico, entonces existe un punto τ ∈ D tal que
las iteradas de ϕ convergen a τ uniformemente sobre compactos. Atendiendo al compor-
tamiento de ϕ alrededor del punto τ las autoplicaciones del disco unidad se clasifican en
tres grandes grupos: elípticas, hiperbólicas y parabólicas. Mostraremos con ejemplos y
resultados cómo la dinámica depende fuertemente del tipo de aplicación que se tenga.
Tras dedicar una parte del curso al teorema de Denjoy-Wolff (básico y punto de

arranque de toda la teoría) junto con la introducción de conceptos como el de derivada
angular y la métrica hiperbólica abordaremos dos temas de actualidad:
1. La teoría de modelos lineales fraccionales que permite "linealizar" toda autoapli-

cación analítica del disco unidad.
2. Comportamiento en la frontera de las iteradas de una autoaplicación analítica del

disco unidad, mostrando conexiones con la teoría ergódica.
Mostraremos ejemplos que ilustren los resultados y dejaremos planteados problemas

abiertos relacionados con los temas expuestos.
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1. Situación de nuestro curso en un contexto más general.

La teoría de iteración compleja incluye aquellos aspectos de la dinámica relacionada con
el comportamiento asintótico de sistemas dinámicos discretos sobre una variedad compleja.
Más concretamente, seaM una variedad compleja y ϕ :M →M una aplicación holomorfa.
Puesto que ϕ(M) ⊆ M, podemos formar las iteradas ϕn = ϕ

n-veces◦...◦ ϕ. Pues bien, el
objetivo de la dinámica compleja es estudiar el comportamiento asintótico de la sucesión
de funciones ϕn.
Resultados de esta teoría pueden encontrarse en trabajos y monografías desde las últi-

mas décadas del siglo XIX y el impulso definitivo fue dado por matemáticos como Poincaré,
Julia, Fatou, Denjoy, Wolff, Carathéodory, ...
En las últimas décadas se ha producido un renacimiento de esta teoría gracias a la apari-

ción de nuevas técnicas de demostraciones y la conexión con otras áreas de las matemáticas
como la teoría de operadores, teoría ergódica, teoría de probabilidad, ecuaciones diferen-
ciales, ... Esta variedad de aplicaciones es, sin suda, un reflejo de la diversidad de técnicas
matemáticas usadas en los argumentos. Como veremos a lo largo del curso, los aspectos
geométricos juegan un papel fundamental.
Un papel básico de la teoría lo constituye el tipo de variedad en la que estamos traba-

jando. Si g es una aplicación univalente (holomorfa e inyectiva) de una variedad M sobre
N, entonces la función

ψ := g ◦ ϕ ◦ g−1 : N −→ N

es holomorfa y las iteradas verifican que

ψn =
n-veces

(g ◦ ϕ ◦ g−1) ◦ (g ◦ ϕ ◦ g−1) ◦ ... ◦ (g ◦ ϕ ◦ g−1) =
n-veces

g ◦ ϕ ◦ ϕ ◦ ... ◦ ϕ ◦ g−1 = g◦ϕn◦g−1.
De ahí que no importa mucho en cuanto a la iteración si consideramos el comportamiento
de las iteradas de ϕ en M o el de las iteradas de ψ en N.
Este sencillo argumento y el teorema de uniformización de Poincaré y Koebe, nos per-

mite reducirnos a uno de los siguientes tres casos cuando queremos trabajar con una
variedad compleja simplemente conexa de dimensión uno:

• La esfera de Riemann bC y la iteración de funciones racionales. Quizás el ejemplo
más famoso es ϕ(z) = z2 + c. El comportamiento de ϕn(z) depende mucho del
número z y del parámetro c.
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• El plano complejo C y la iteración de funciones enteras. Un ejemplo clásico es el
comportamiento de las iteradas de la función exponencial.

• El disco unidad D, que es el caso que estudiaremos en este curso.
Los dos primeros casos constituyen una teoría profunda y difícil (véanse, por ejemplo,

los textos [36] y [56]). En el contexto del que nos ocupamos en nuestro curso no hay nada
tan complicado como la "sencilla" función ϕ(z) = z2 + c. La razón que está detrás de que
la iteración de funciones en el disco unidad sea radicalmente distinta a los otros dos casos
está en el teorema de Montel:

Theorem 1.1 (Montel). La familia de todas las aplicaciones analíticas definidas en un
dominio arbitrario D en el plano complejo menos dos puntos es una familia normal.

En nuestro contexto, si ϕ : D −→ D, la familia {ϕn : n ∈ N} es normal, es decir,
cada sucesión de esta familia tiene una subsucesión que converge uniformemente sobre
compactos a una función analítica (que podría ser una función constante). Esto no es
verdad si cambiamos el disco unidad por el plano complejo o la esfera de Riemann.
Obviamente en un curso introductorio como éste no se pueden tocar todos los temas y

las conexiones con otras áreas. Remitimos al trabajo recopilatorio [19] donde se profundiza
en algunos otros temas y se muestra una gran variedad de ejemplos. Hemos tratado de
mantener el difícil equilibrio entre las demostraciones que presentamos e intentar mostrar
los últimos avances de la teoría.
Por problemas de espacio no tocamos la iteración continua (también llamada fraccional)

que conecta este mundo con el de las ecuaciones diferenciales. Una introducción a tal tema
puede encontrarse en [55].
Antes de finalizar estos comentarios introductorios, debemos decir que nuestro enfoque

es global, es decir, las funciones que se consideran están definidas en toda la variedad.
Existe una teoría local que puede consultarse en el trabajo introductorio de Abate [5].

2. Los automorfismos del disco unidad.

En lo que sigue, denotaremos por ϕ ∈ Hol(D,D) a las autoaplicaciones analíticas del
disco unidad D := {z ∈ C : |z| < 1}, es decir, ϕ es analítica en D y ϕ(D) ⊂ D. Como ya
hemos comentado, denotamos por ϕn la iterada n-ésima de ϕ.

Proposition 2.1. Una autoaplicación analítica ϕ del disco unidad es un automorfismo si
y sólo si existen dos números complejos p ∈ D y λ ∈ ∂D tales que

ϕ(z) = λ
z − p

1− pz
, para todo z ∈ D.

Éstas aplicaciones constituyen el grupo de automorfismos del disco unidad que notare-
mos mediante Möb(D).
Un ejemplo que aparecerá repetidas veces son las funciones αp(z) =

p−z
1−pz . Este auto-

morfismo αp tiene la particularidad de que intercambia 0 y p y su inversa es la misma
función (es decir, α−1p = αp).
Analicemos los puntos fijos que ϕ tiene en el plano complejo. Es claro que ϕ(z) = z si

y sólo si
pz2 + (λ− 1)z − λp = 0.

Si p = 0, entonces (λ−1)z = 0 y, salvo que ϕ sea la identidad, tenemos que el único punto
fijo es z = 0. Si p 6= 0, entonces hay dos soluciones de la anterior ecuación z1 y z2 que
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verifican z1z2 = −λ
p

p
∈ ∂D (esto implica que |z1||z2| = 1) y pz2 + pz1 = 1− λ. Además,

ϕ0(z1)ϕ
0(z2) = λ

1− |p|2
(1− pz1)2

λ
1− |p|2
(1− pz2)2

= λ2
(1− |p|2)2

((1− pz1)(1− pz2))
2

= λ2
(1− |p|2)2

(1− pz2 − pz1 + ppz1z2)
2 = λ2

(1− |p|2)2

(1− 1 + λ− pλp)2
=
(1− |p|2)2

(1− |p|2)2
= 1.

Por tanto, una de las dos derivadas tiene módulo menor o igual a uno.
Este elemental análisis nos muestra que siempre estamos en una de las siguientes tres

situaciones:
(i) ϕ es elíptico, es decir, tiene un único punto fijo τ ∈ D y otro en bC \ D (recordemos

que bC = C∪ {∞}). En este caso, la función ψ = ατ ◦ ϕ ◦ ατ es un automorfismo del disco
que fija el cero. Por tanto, existe un β ∈ ∂D, tal que

ατ ◦ ϕ ◦ ατ (z) = βz para todo z ∈ D.
Es inmediato comprobar que β = ϕ0(0). En este caso, las iteradas verifican que

ατ ◦ ϕn ◦ ατ (z) = βnz.

Es decir, ϕn(z) = ατ (β
nατ (z)).

Sea 0 < r < 1 y consideremos el disco Dr = ατ (rD). Puesto que ϕ(ατ (rz)) = ατ (βrz)
para todo z del disco unidad, tenemos que ϕ(Dr) = Dr para todo r. Tenemos así una
familia de disco que son invariantes por ϕ.
(ii) ϕ es hiperbólico, es decir, tiene dos puntos fijos distintos en la frontera del disco

unidad τ y ξ con |ϕ0(τ)| ≤ 1. Vamos a usar la transformación de Cayley T (z) =
τ + z

τ − z
que lleva el disco unidad D en el semiplano derecho H = {w : Rew > 0} y cuya inversa es
T−1(w) = τ

w − 1
w + 1

. Definamos ψ = T ◦ϕ◦T−1. Ésta es una transformación de Möbius que
fija el punto∞. Es decir, ψ(w) = aw+b. Como además, tiene que fijar el eje imaginario, se
tiene que si Rew = 0, entonces Reψ(w) también debe ser cero. Es decir, Re(axi+ b) = 0
para todo x real. Esto implica que Re b = 0 e Im a = 0. Un simple cálculo muestra que
a = 1

ϕ0(τ) ≥ 1. Pero si a = 1, entonces ψ(w) = w+ b y no hay más puntos fijos. Por tanto,

ϕ0(τ) =
1

a
< 1. Iterando obtenemos que ψn(w) = anw+ 1−an

1−a b. Por lo que, ψn(w) converge

a ∞ para todo w ∈ H. Es decir, ϕn(z) converge a τ para todo z del disco unidad.
Además, si tomamos α > 0 y Π = {w : Rew > α}, entonces ψ(Π) ⊂ Π. Por tanto, ϕ

deja invariante cualquier disco en D tangente a ∂D en τ .
(iii) ϕ es parabólico, es decir, tiene un único punto fijo en la frontera del disco unidad

τ . De nuevo definimos ψ = T ◦ ϕ ◦ T−1. Ésta es una transformación de Möbius que fija
el punto ∞. Es decir, ψ(w) = aw + b. Como además, tiene que fijar el eje imaginario, se
tiene que si Rew = 0, entonces Reψ(w) también debe ser cero. Es decir, Re(axi+ b) = 0
para todo x real. Esto implica que Re b = 0 e Ima = 0. Finalmente, sabemos que no tiene
más puntos fijos. Esto implica que a = 1, con lo que ϕ0(τ) = 1. Es decir, ψ(w) = w + b
con Re b = 0 y ψn(w) = w + nb. Por lo que, ψn(w) converge a ∞ para todo w ∈ H. Es
decir, ϕn(z) converge a τ para todo z del disco unidad.
De nuevo tenemos que si α > 0 y Π = {w : Rew > α}, entonces ψ(Π) = Π. Por tanto,

ϕ deja invariante cualquier disco en D tangente a ∂D en τ .
Resumiendo, si ϕ tiene un punto fijo τ en el disco unidad, entonces ϕ es una “rotación”

alrededor de τ . En caso contrario, ϕ tiene un punto fijo en la frontera del disco unidad
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tal que sus iteradas convergen a él. También es importante resaltar esa familia de dis-
cos que son globalmente invariantes. Veremos en las próximas secciones que éstas no son
propiedades específicas las los automorfismos ya que las comparten con cualquier autoapli-
cación analítica del disco unidad.

3. Distancia hiperbólica.

Una herramienta fundamental en el estudio de la dinámica compleja en el disco unidad
es la distancia hiperbólica que viene dada por

ρ(z, w) :=
1

2
log

1 +
¯̄̄
z−w
1−zw

¯̄̄
1−

¯̄̄
z−w
1−zw

¯̄̄ para todo z,w ∈ D.

La comprobación de que ésta es una métrica completa en el disco unidad es un ejercicio
elemental.
Sea ϕ ∈ Hol(D,D). Fijemos z ∈ D y b = ϕ(z). Entonces la aplicación ψ = αb ◦ ϕ ◦ αz

es una autoaplicación del disco unidad que fija el cero. Por el lema de Schwarz, para cada
w ∈ D tenemos que

|αb ◦ ϕ ◦ αz(w)| ≤ |w|.
Aplicando esto al punto αz(w) tenemos que |αb ◦ ϕ(w)| ≤ |αz(w)|, es decir,¯̄̄̄

¯ ϕ(z)− ϕ(w)

1− ϕ(z)ϕ(w)

¯̄̄̄
¯ ≤

¯̄̄̄
z − w

1− zw

¯̄̄̄
para cualesquiera dos puntos z y w en el disco unidad. Puesto que la función x ∈
[0,+∞) 7→ 1

2 log
1+x
1−x es creciente obtenemos que

ρ(ϕ(z), ϕ(w)) ≤ ρ(z,w)

para cualesquiera z y w en el disco unidad. Un análisis detallado de este último argumento
muestra que la igualdad se da para una pareja de puntos distintos z y w en el disco unidad si
y sólo si ϕ es un automorfismo del disco unidad. Resumiendo, hemos obtenido el siguiente
resultado clave para las aplicaciones de la métrica hiperbólica a la iteración de funciones
analíticas en el disco unidad.

Proposition 3.1. Toda autoaplicación analítica en el disco unidad es una contracción
para la métrica hiperbólica. Es decir, si ϕ ∈ Hol(D,D) entonces

ρ(ϕ(z), ϕ(w)) ≤ ρ(z,w) para todo z, w ∈ D.
Además, la igualdad se da para algún par de puntos distintos si y sólo si ϕ es un auto-
morfismo del disco unidad y esto sucede si y sólo si se da la igualdad para toda pareja de
puntos.

4. El teorema de Denjoy-Wolff.

El punto de arranque de la dinámica en el disco unidad lo constituye el conocido como
teorema de Denjoy-Wollf del año 1926. Concretamente, fue Wolff el primero que lo estable-
ció en el año 1925 para funciones analíticas en el disco unidad que tienen una extensión
continua al disco unidad cerrado. Unas semanas después, aparecieron dos trabajos inde-
pendientes de Denjoy y de Wolff mostrando el resultado tal y como lo vamos a establecer
más abajo.
Antes de nada mostramos algunos ejemplos que ilustran lo que ocurre en general.
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Example 4.1. Consideremos ϕ : D → D dada por ϕ(z) = z2. Obviamente, ϕn(z) = z2
n

y, por tanto, ϕn(z)→ 0 para todo z ∈ D.
Example 4.2. Consideremos ϕ : D→ D dada por ϕ(z) = 1− (1− z)α, donde 0 < α < 1.
Entonces, ϕn(z) = 1− (1− z)α

n
y, por tanto, ϕn(z)→ 0 para todo z ∈ D.

Observemos que en ambos casos 0 es un punto fijo de ϕ. Veamos ahora algún ejemplo
de funciones sin puntos fijos en el disco unidad.

Example 4.3. Consideremos ϕ : D → D dada por ϕ(z) = 1
2−z . Entonces, ϕn(z) =

(1−n)z+n
1+n−nz y, por tanto, ϕn(z)→ 1 para todo z ∈ D.

Example 4.4. Consideremos ϕ : D → D dada por ϕ(z) = 1 − 1−z
(1+(1−z)2)1/2 . Entonces,

ϕn(z) = 1− 1−z
(1+n(1−z)2)1/2 y, por tanto, ϕn(z)→ 1 para todo z ∈ D.

Es decir, en ambos casos la sucesión de iteradas converge a la función constantemente
1. Sabemos que un resultado de este tipo no puede ser cierto en general, como muestra
el ejemplo de las rotaciones (y más generalmente los automorfismos elípticos del disco
unidad). Pues bien, ésta es la única excepción posible.

Theorem 4.1 (Denjoy, Wolff, 1926). Sea ϕ ∈ Hol(D,D) que no es un automorfismo
elíptico. Entonces existe un punto τ ∈ D tal que la sucesión de iteradas ϕn converge a τ
uniformemente sobre compactos de D.

Definition 4.1. El punto τ se llama punto de Denjoy-Wolff de ϕ.

La demostración la haremos con detalle. Hay dos casos bien diferentes: cuando ϕ tiene
un punto fijo en D y cuando no lo tiene. Para el segundo caso seguiremos la demostración
de Burckel que puede verse en [15].

4.1. Demostración del Teorema de Denjoy-Wolff cuando ϕ tiene un punto fijo
p ∈ D. Recordemos que la función ϕ tiene a lo sumo un punto fijo en el disco unidad.
Supongamos en primer lugar que p = 0. Usando que ϕ no es un automorfismo, por el lema
de Schwarz tenemos que |ϕ(z)| < |z| para todo z ∈ D.
Fijemos 0 < r < 1. Llamemos M(r) = sup{|ϕ(z)| : |z| ≤ r} y δ = M(r)/r. El lema de

Schwarz afirma que δ < 1.
Notemos ψ(z) = ϕ(rz)/M(r). La función ψ es analítica en el disco unidad, lleva el

disco unidad en sí mismo y ψ(0) = 0. De nuevo podemos aplicar el lema de Schwarz para
concluir que |ψ(z)| ≤ |z| para todo z, esto es, |ϕ(rz)| ≤ M(r)|z| para todo z en el disco
unidad. De esta forma si |z| ≤ r, entonces

|ϕ(z)| = |ϕ(rz
r
)| ≤M(r)|z

r
| = δ|z|

(obsérvese que este sencillo argumento es una ligera mejora del propio lema de Schwarz).
Usando que |ϕ(z)| < |z| e iterando el proceso tenemos que

|ϕn(z)| ≤ δn|z|
para todo z de módulo menor que r. Esto implica que ϕn converge a cero uniformemente
en rD.
Supongamos ahora que p 6= 0. Llamamos ψ = αp ◦ ϕ ◦ αp. Entonces ψ es una autoapli-

cación analítica del disco unidad que fija el punto cero y que no es automorfismo del disco
unidad. Por lo anteriormente visto, ψn(z) converge a cero uniformemente sobre compactos
en el disco unidad. Puesto que ψn = αp ◦ϕn ◦αp, tenemos que ψn ◦αp(z) converge a cero
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y ϕn(z) = αp ◦ψn ◦αp(z) converge a αp(0) = p uniformemente sobre compactos en el disco
unidad.
Esto finaliza la prueba cuando ϕ tiene un punto fijo en el disco unidad.

4.2. Demostración del Teorema de Denjoy-Wolff cuando ϕ no tiene puntos fijos
en D. Esta situación es bastante más complicada, esencialmente por no tener el lema de
Schwarz. Tal lema se ha utilizado para construir una familia de discos (los centrados en
cero y de radio r) que son invariantes por ϕ. Cuando ϕ no tiene puntos fijos, esta idea se
puede sustituir por el siguiente

Theorem 4.2 (Lema de Wolff). Sea ϕ ∈ Hol(D,D) sin puntos fijos en el disco unidad.
Entonces existe un único punto τ ∈ ∂D tal que si D es un disco contenido en D que es
tangente a ∂D en τ , entonces ϕ(D) ⊆ D. Es decir,

(4.1)
1− |z|2
|τ − z|2 ≤

1− |ϕ(z)|2
|τ − ϕ(z)|2

para todo z ∈ D.

b

D

( )Dϕ

τb

D

( )Dϕ( )Dϕ

τ

Ilustración del lema de Wolff
Proof. Fijemos una sucesión (rk) de números reales positivos y creciente convergente a 1 y
llamemos ψk(z) = ϕ(rkz) para todo k y para todo z ∈ D. Entonces cada ψk es una función
analítica en el disco cerrado D y para cada z ∈ ∂D se tiene que

|z − (z − ψk(z))| = |ϕ(rkz)| < 1 = |z|.
Por el Teorema de Rouché, la función Id− ψk tiene tantos ceros en el disco unidad como
la función identidad Id. Es decir, existe un único zk ∈ D tal que ϕ(rkzk) = ψk(zk) = zk.
Pasando a una subsucesión si es necesario podemos suponer que zk converge a un punto

τ ∈ D. Si τ ∈ D, entonces

τ = lim
k
zk = lim

k
ϕ(rkzk) = ϕ

µ
lim
k
rkzk

¶
= ϕ(τ).

Lo que contradice que ϕ está libre de puntos fijos en el disco unidad abierto. Por tanto,
τ ∈ ∂D.
Fijemos D un disco en D tangente a ∂D en τ . Entonces existe un 0 < δ < 1 tal que D es

el disco centrado en δτ y radio 1−δ. Tomemos z ∈ ∂D∩D. De la ecuación |z−δτ | = 1−δ,

uno deduce sin dificultad que δ =
1− |z|2

2− 2Re(τz) .

La función fk = αzk ◦ ψk ◦ αzk es una autoaplicación analítica del disco unidad en sí
mismo, que fija el punto 0. Por tanto, |fk(w)| ≤ |w| para todo w ∈ D. Aplicando esto al
punto αzk(w) obtenemos que ¯̄̄̄

¯ ψk(w)− zk

1− zkψ
k(w)

¯̄̄̄
¯ ≤

¯̄̄̄
w − zk
1− zkw

¯̄̄̄
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para todo w ∈ D. Si llamamos ρk =
¯̄̄̄
z − zk
1− zkz

¯̄̄̄
, esta desigualad dice αzk ◦ψk(z) pertenece al

disco de centro el origen y radio ρk. Es decir, ψ
k(z) pertenece al disco αzk ({w ∈ D : |w| ≤ ρk}) .

Puede probarse que el centro de este disco es c(k) =
1−ρ2k

1−ρ2k|zk|2
zk y su radio R(k) =

1−|zk|2
1−ρ2k|zk|2

ρk. Es decir, ¯̄̄̄
ψk(z)− 1− ρ2k

1− ρ2k|zk|2
zk

¯̄̄̄
≤ 1− ρ2k
1− ρ2k|zk|2

ρk.

Por otro lado,

1− ρ2k|zk|2 =
(1− |zk|2)(1 + |zk|2 − 2Re(zkz))

|1− zkz|2
.

Así que

R(k) =
1− |zk|2
1− ρ2k|zk|2

ρk

=
|1− zkz|2

1 + |zk|2 − 2Re(zkz)

¯̄̄̄
z − zk
1− zkz

¯̄̄̄
−→

k→+∞

|1− τz|2
2− 2Re(τz) = 1−

1− |z|2
2− 2Re(τz) = 1− δ

y

c(k) =
1− ρk

2

1− ρ2k|zk|2
zk =

1− |z|2
1 + |zk|2 − 2Re(zkz)

zk −→
k→+∞

1− |z|2
2− 2Re(τz)τ = δτ .

Tomando límites en k concluimos que

|ϕ(z)− δτ | ≤ 1− δ

para todo z en la frontera del disco de centro δτ y radio 1− δ y n ∈ N.
Este argumento muestra que ϕ(∂D) ⊂ D. Puesto que esto se verifica para todo disco

tangente a la frontera en τ , concluimos que ϕ(D) ⊂ D. El hecho de que ϕ sea analítica y
no constante, permite concluir que ϕ(D) ⊂ D.
Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existen dos puntos τ1 y τ2 que satisfacen

la tesis. Tomemos dos discos D1 y D2 tales que Dj es tangente al disco unidad en τ j ,
j = 1, 2, y tangentes entre sí. Sea z el único punto común del borde de ambos disco.
Aplicando la tesis del teorema tenemos que ϕ(z) pertenece tanto a D1 como a D2. Por
tanto, ϕ(z) = z, lo que contradice que ϕ no tiene puntos fijos en D.
Analicemos ahora la interpretación analítica que aparece en la desigualdad (4.1). De

nuevo usamos la transformación de Cayley T (z) =
τ + z

τ − z
que lleva el disco unidad D en

el semiplano derecho H = {w : Rew > 0} y cuya inversa es T−1(w) = τ
w − 1
w + 1

. Definamos

ψ = T ◦ ϕ ◦ T−1. Los discos tangentes a τ se transforman mediante T en semiplanos cuya
frontera es una recta vertical. Por tanto, llevar discos tangentes en su interior se reescribe
en el semiplano mediante: Rew ≤ Reψ(w) para todo w ∈ H. Pero si z es un punto del
disco unidad y llamamos w = T (z) entonces

Rew = Re
τ + z

τ − z
=
1− |z|2
|τ − z|2 .

Por otro lado ψ(w) = T (ϕ(z)) y

Reψ(w) = Re
τ + ϕ(z)

τ − ϕ(z)
=
1− |ϕ(z)|2
|τ − ϕ(z)|2 .
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Por consiguiente,
1− |z|2
|τ − z|2 ≤

1− |ϕ(z)|2
|τ − ϕ(z)|2 (z ∈ D).

¤
Proof. Pasamos ya a probar el Teorema de Denjoy-Wolff cuando ϕ no tiene puntos fijos
en D. Si la función en us automorfismo ya sabemos que el resultado es cierto. Así que
supondremos que ϕ no es un automorfismo.
Sea z un punto del disco unidad.
Probamos en primer lugar que |ϕn(z)| converge a 1. Supongamos que no es así. Entonces

existe un punto p ∈ D y una subsucesión ϕnk(z) que converge a p. Puesto que la sucesión
ρ(ϕn(z), ϕn+1(z)) es decreciente, existe un δ ∈ [0,+∞) tal que ρ(ϕn(z), ϕn+1(z)) −→n→+∞

δ.

De esta forma
ρ(p, ϕ(p)) = lim

k→+∞
ρ(ϕnk(z), ϕnk+1(z)) = δ.

Por otro lado,
ρ(ϕ(p), ϕ2(p)) = lim

k→+∞
ρ(ϕnk+1(z), ϕnk+2(z)) = δ.

Por tanto, ρ(p, ϕ(p)) = ρ(ϕ(p), ϕ2(p)), lo que es imposible ya que p no es un punto fijo y
ϕ no es un automorfismo.
Por consiguiente, tenemos que la sucesión ϕn(z) se aproxima a la frontera, pero, por

otro lado, permanece siempre en el disco tangente a τ de radio, |1−τz|2
2−2Re(τz) = 1− δ y centro

δτ . Esto implica que ϕn(z) converge a τ .
Finalmente, el teorema de Vitali (acotación y convergencia puntual implica convergencia

uniforme sobre compactos) permite concluir la convergencia uniforme sobre compactos de
ϕn a τ . ¤

5. La derivada angular.

Decimos que una función f : D −→ C tiene límite angular L ∈ bC en el punto ξ ∈ ∂D si
para cada M > 0 se verifica que

lim
z→ξ,z∈S(ξ,M)

f(z) = L

siendo S(ξ,M) la región de Stolz
n
z ∈ D : |ξ−z|1−|z| < M

o
. El conjunto S(ξ,M) es una región

parecida a un ángulo con vértice en ξ. Usaremos la notación L = ∠ limz→ξ f(z) para
denotar tal límite. Los resultados de esta sección nos los vamos a demostrar. Una buena
referencia para ver las demostraciones y profundizar en los conceptos angulares es el texto
de Pommerenke [52].
Es claro que si L = limz→ξ f(z), entonces L = ∠ limz→ξ f(z), lo que a su vez implica

que L = limr→1 f(rξ) (este último llamado límite radial), pero ninguna de los recíprocos
son ciertos.
Presentamos un sencillo ejemplo que muestra la diferencia entre límite y límite angu-

lar. Consideremos la función ϕ : D −→ D dada por ϕ(z) = exp
³
−z+1

z−1

´
. Claramente

limr→1 ϕ(r) = 0. Con un argumento un poco más elaborado puede verse que también
∠ limz→1 ϕ(z) = 0. Por el contrario, si tomamos θ ∈ (0, 2π) , se tiene que ϕ

¡
1
2 +

1
2e

θi
¢
=

ϕ
³
−1 + 2 cos θ

1−senθ i
´
, un número complejo de modulo e−1. Por tanto, limθ→0 ϕ

¡
1
2 +

1
2e

θi
¢
6=

0. Esto implica que no existe limz→1 ϕ(z). La diferencia entre límite radial y angular es
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algo menos elemental y sería necesario introducir el concepto de función normal para
entenderla, algo que está fuera del alcance y objetivo de este curso.
Volvamos ahora a nuestro estudio del comportamiento de las iteradas de una aplicación

ϕ : D −→ D sin puntos fijos. Llamemos τ a su punto de Denjoy-Wolff. El lema de Wolff
afirma que

(5.1)
1− |z|2
|τ − z|2 ≤

1− |ϕ(z)|2
|τ − ϕ(z)|2

para todo z ∈ D.
Por otro lado, para cada ángulo de Stolz S(τ , α), existe una constante c, tal que |z−τ | ≤

c(1− |z|) para todo z ∈ S(τ , α). De esta forma

|τ − ϕ(z)|2 ≤ (1− |ϕ(z)|2) |τ − z|2
1− |z|2 ≤

|τ − z|
1− |z|

1

1 + |z| |τ − z| ≤ c|τ − z|.

Y concluimos que ∠ lim
z→τ

ϕ(z) = τ . Es decir, τ es un punto fijo (en sentido angular) de ϕ.

Decimos que una aplicación analítica ϕ : D −→ D tiene derivada angular en ξ ∈ ∂D

si existe el límite angular ∠ limz→ξ
ϕ(z)− ϕ(ξ)

z − ξ
∈ bC. Siguiendo con la notación clásica de

derivada, a tal límite lo notaremos ϕ0(ξ). La relación entre dicha derivada angular y el
límite angular de la derivada queda reflejada en el siguiente resultado.

Proposition 5.1. [52] Sea ϕ : D −→ D y ξ ∈ ∂D. Entonces existe

ϕ0(ξ) = ∠ lim
z→ξ

ϕ(z)− ϕ(ξ)

z − ξ
∈ C

si, y sólo si, existe ∠ limz→ξ ϕ
0(z) ∈ C, en cuyo caso se tiene que ϕ0(ξ) = ∠ limz→ξ ϕ

0(z).

Si ϕ0(ξ) =∞, puede que no exista ∠ limz→ξ ϕ
0(z).

Theorem 5.2 (Lema de Julia-Wolff). Sea ϕ : D −→ D y ξ ∈ ∂D. Si el límite angular
ϕ(ξ) existe y si ϕ(ξ) ∈ ∂D, entonces existe la derivada angular ϕ0(ξ) ∈ bC y

0 < ξ
ϕ0(ξ)

ϕ(ξ)
= sup

z∈D

1− |z|2
|ξ − z|2

|ϕ(ξ)− ϕ(z)|2
1− |ϕ(z)|2 .

Aplicando esto a la función ϕ en el punto fijo τ , teniendo en cuenta la desigualdad (5.1),
concluimos que

0 < ϕ0(τ) = τ
ϕ0(τ)

ϕ(τ)
= sup

z∈D

1− |z|2
|τ − z|2

|τ − ϕ(z)|2
1− |ϕ(z)|2 ≤ 1.

Corollary 5.3. Sea ϕ : D −→ D sin puntos fijos en D y sea τ su punto de Denjoy-
Wolff. Entonces τ es un punto fijo frontera para ϕ, existe la derivada angular de ϕ en
τ y ϕ0(τ) ∈ (0, 1]. Recíprocamente, si ξ es otro punto fijo frontera de ϕ y ϕ0(ξ) ∈ (0, 1],
entonces ξ = τ .

Este resultado pemite introducir la siguiente clasificación de autoaplicaciones analíticas
del disco unidad, distintas de la identidad, atendiendo al comportamiento alrededor de su
punto de Denjoy-Wolff:

(a) elípticas: aquellas con un punto fijo en el disco unidad abierto;
(b) hiperbólicas: las que tienen el punto de Denjoy-Wolff τ ∈ ∂D y satisfacen que

ϕ0(τ) < 1;
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(c) parabólicas : las que tienen el punto de Denjoy-Wolff τ ∈ ∂D y satisfacen que
ϕ0(τ) = 1.

Mostramos ahora un par de aplicaciones sencillas e inmediatas que ilustran lo que
estamos haciendo.

Example 5.1. En primer lugar nos centramos en el problema de la extinción de apellidos:
denotamos por pk la probabilidad de que un individuo tenga exactamente k hijos varones.
Es claro que

P∞
k=0 pk = 1. Según el modelo de Galton-Watson (1874), si consideramos la

función ϕ(z) =
P∞

k=0 pkz
k, la probabilidad de supervivencia del apellido es 1− limn ϕn(0).

¿Cuál es la probabilidad de que el apellido no desaparezca? Sea τ el punto de Denjoy-
Wolff de ϕ. Puesto que el segmento [0, 1] es invariante, tenemos que τ ∈ [0, 1] y así el
apellido desaparece si, y sólo si, τ = 1. Puesto que 1 es un punto fijo, tenemos que 1 es
el punto de Denjoy-Wolff si, y sólo si, ϕ0(1) =

P∞
k=1 kpk ≤ 1 y esto ocurre si, y sólo si,

p0 ≥
P∞

k=2(k − 1)pk.
Example 5.2. Cuando aplicamos el método de Newton para resolver la ecuación z2−1 =
0, se genera una sucesión de la forma zn+1 = 1

2

³
zn +

1
zn

´
. Si llamamos ϕ(z) = 1

2

¡
z + 1

z

¢
,

entonces analizar la convergencia del método de Newton equivale a estudiar los valores de
z para los que la sucesión ϕn(z) es convergente.
Puesto que ϕ : H −→ H y ϕ(1) = 1, aplicando el Teorema de Denjoy-Wolff al dominio

simplemente conexo H y a la función ϕ que tiene un punto fijo en el interior del semiplano,
obtenemos que si z ∈ H, entonces ϕn(z) converge a 1. Igualmente se comprueba que si
Re z < 0, entonces ϕn(z) converge a −1.
¿Qué comportamiento tiene la sucesión ϕn(z) si Re z = 0? Lo veremos al final del curso.

6. Modelos lineales fraccionarios

Uno de los resultados más importantes sobre las autoaplicaciones del disco unidad es
el llamado Teorema del modelo lineal fraccional que afirma que las propiedades de las
iteradas de cualquier aplicación de Hol(D,D) pueden verse por medio de las iteradas de
una cierta aplicación lineal fraccional. La demostración de este teorema ha sido una
tarea larga que ha durado casi un siglo y a la que han contribuido varios e importantes
matemáticos (Koenigs, Valiron, Pommerenke, Baker, Cowen,...). Desde el punto de vista
de la demostración, la clave para obtener los modelos ha sido la habilidad para diseñar
conjugadas o aplicaciones de intercambio para diferentes tipos de aplicaciones analíticas
en D. Pero no sólo la existencia de tales aplicaciones ha sido importante, el análisis de su
unicidad ha conllevado una especial atención desde el comienzo de la teoría.

Definition 6.1. Sea ϕ ∈ Hol(D,D). Diremos que un conjunto V ⊂ D es fundamental
para ϕ si V es un abierto no vacío, simplemente conexo tal que ϕ(V ) ⊂ V y, para cada
compacto K ⊂ D, existe un entero positivo N tal que ϕN (K) ⊂ V.

Obsérvese que, a priori, la existencia de tales conjunto no es obvia. Veremos que siempre
existen tales conjuntos e incluso, cuando la derivada no es cero en el punto de Denjoy-Wolff,
con la propiedad adicional de que ϕ es univalente en V.

6.1. El caso elíptico. La historia comienza en 1884 cuando Koenigs trató el caso elíptico.

Theorem 6.1. Sea ϕ ∈ Hol(D,D), diferente de la identidad, con punto fijo 0 ∈ D tal que
λ := ϕ0(0) 6= 0 (necesariamente λ 6= 1), entonces existe una única aplicación analítica
σ : D→ C con σ(0) = 0, σ0(0) = 1 y

(Ec. de Schroeder) σ ◦ ϕ = λσ.
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También se verifica que σ ◦ ϕn = λnσ para todo n. Esto es, σ es una aplicación de
intercambio entre las parejas de iteración (ϕ,D) y (λz, σ(D)). Además, si |λ| < 1, existe
un conjunto fundamental U ⊆ D donde las aplicaciones ϕ y σ son univalentes. En dicho
dominio, tenemos que ϕ = σ−1(λσ)

Proof. Si λ ∈ ∂D, entonces ϕ es una rotación y es suficiente tomar σ la aplicación identidad.

Supongamos de esta manera que 0 < |λ| < 1. La función z 7→ ϕ(z)

z
es analítica en

el disco unidad, está acotada por 1 y su valor en cero es λ. Por consiguiente, la función

h(z) =
ϕ(z)

λz
−1 es analítica en el disco unidad y verifica que h(0) = 0 y |h(z)| ≤ 1

|λ| +1 <
2

|λ| para todo z ∈ D. Aplicando de nuevo el lema de Schwarz tenemos que |h(z)| ≤
2

|λ| |z|

para todo z ∈ D. Llamemos gn(z) = ϕn(z)

λn
. Es claro que

(6.1) gn+1(z) =
ϕ(ϕn(z))

λn+1
= (h (ϕn(z)) + 1)g

n(z).

Fijemos ahora r < 1. Por el teorema de Denjoy-Wolff, fijado ε > 0, existe m = m(r, ε) tal
que |ϕn(z)| < ε para todo |z| ≤ r. Por tanto,

|gn+1(z)| = |h (ϕn(z)) + 1||gn(z)| ≤
µ
2ε

|λ| + 1
¶
|gn(z)|

para n ≥ m.
Si n ≥ m, se sigue que

|gn(z)| ≤
µ
2ε

|λ| + 1
¶n−m

|gm(z)| ≤ 1

|λ|m

µ
2ε

|λ| + 1
¶n

siempre que |z| ≤ r. Además, para n ≥ m, de la igualdad (6.1) y la desigualdad anterior,
obtenemos que

|gn+1(z)− gn(z)| = |h (ϕn(z)) ||gn(z)| ≤
2

|λ| |ϕn(z)||g
n(z)| = 2|λ|n−1|gn(z)|2

≤ 2|λ|n−1 1

|λ|2m
µ
2ε

|λ| + 1
¶2n

=
2

|λ|2m+1 q
n

siendo q =
µ
2ε

|λ| + 1
¶2
|λ|.

Tomando ε tal que q < 1, la serie
P

qn es convergente y concluimos que existe el límite
de gn(z) uniformemente en el disco de centro cero y radio r.
La arbitrariedad de r permite definir la función analítica

σ(z) = lim
n

gn(z) = lim
n

ϕn(z)

λn
,

donde el límite es en la topología de la convergencia uniforme sobre compactos. Claramente
σ(0) = 0, σ0(0) = 1 y

σ(ϕ(z)) = lim
n

ϕn(ϕ(z))

λn
= λ lim

n

ϕn+1(z)

λn+1
= λσ(z).

Con esto ya hemos probado la existencia de σ verificando la ecuación de Schroeder.
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Notemos r0 =
|λ|

1+
√
1−|λ|2

. Es bien conocido que ϕ es univalente en el disco U = {z : |z| <
r0}. Por otro lado, el lema de Schwarz garantiza que ϕ(U) ⊆ U. Además, en este dominio
la función σ es el límite en la topología de la convergencia uniforme sobre compactos de
funciones univalentes, luego es univalente en U o constante. Puesto que σ0(0) = 1, la
función σ no puede ser constante y obtenemos que es univalente.
Dejamos como ejercicio la unicidad. ¤

Remark 6.1. Observemos que en el dominio U, tenemos que ϕn(z) = σ−1(λnσ(z)). Luego
el comportamiento de las iteradas "coincide" con las iteradas de la función z 7→ λz.

Remark 6.2. Si ϕ es univalente en el disco unidad, entonces σ también lo es.

Remark 6.3. Sea a = 1/2 y consideramos la función ϕ(z) = z a−z
1−az . Se tiene que ϕ

0(0) = a

y resulta que ϕ0(z0) = 0 para z0 =
a

1+
√
1−a2 . Este ejemplo muestra que en general no es

posible reemplazar el radio del dominio U por un radio mayor en la demostración anterior.

Example 6.1. Consideremos la función ϕ : D→ D dada por ϕ(z) = 1− (1− z)α, donde
0 < α < 1. Entonces, ϕ(0) = 0 y ϕ0(0) = α. Puede comprobarse que su función de Koenigs
es σ(z) = log 1

1−z para todo z ∈ D.

Antes de terminar el caso elíptico es interesante observar que no hemos dicho nada para
el caso en que la derivada en el punto de Denjoy-Wolff sea cero. En este caso, el modelo
se busca como una solución de la ecuación de Böttcher y puede verse un estudio bastante
detallado en el trabajo de Cowen [22].

6.2. El caso hiperbólico. En 1931, Valirón obtuvo un resultado similar al de Koenigs
para funciones hiperbólicas. En este caso, el correspondiente resultado de unicidad fue
obtenido por Bracci y Poggi-Corradini [13]. La prueba de la unicidad descansa sobre
técnicas desarrolladas previamente por Cowen [21].

Theorem 6.2. Sea ϕ ∈ Hol(D,D) con punto de Denjoy-Wolff τ ∈ ∂D tal que 0 < λ :=
ϕ0(τ) < 1 (esto es, ϕ es hiperbólica), entonces existe una única aplicación σ : D→ H con
|σ(0)| = 1 y

(Ec. de Schroeder) σ ◦ ϕ = 1

λ
σ.

También se verifica que σ◦ϕn =
1

λn
σ para todo n. Además, existe un conjunto fundamental

U ⊆ D donde las aplicaciones ϕ y σ son univalentes. Adicionalmente, si z ∈ D, entonces
la sucesión ϕn(z) converge a τ no tangencialmente, es decir, existe un ángulo de Stolz S
con vértice en τ tal que ϕn(z) ∈ S para n suficientemente grande.

6.3. Un paréntesis: el paso hiperbólico. Fijemos ϕ ∈ Hol(D,D) y z0 ∈ D y denotemos
zn = ϕn(z0). Tenemos que

ρ(zn, zn+1) = ρ(ϕ(zn−1), ϕ(zn)) ≤ ρ(zn−1, zn).

Es decir, la sucesión ρ(zn, zn+1) es decreciente. Por tanto, siempre existe limn ρ(zn, zn+1)
y pertenece a [0,+∞).
Es inmedianto que si ϕ es elíptica y no es un automorfismo con punto fijo τ ∈ D,

entonces limn ρ(zn, zn+1) = ρ(τ , τ) = 0. No es tan elemental pero puede probarse que si ϕ
es hiperbólica entonces limn ρ(zn, zn+1) > 0 para cualquier punto inicial z0.
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La situación es radicalmente distinta si consideramos funciones parabólicas. Una función
parabólica ϕ ∈ Hol(D,D) se dice que es de paso hiperbólico cero si para algún z0 ∈ D,

lim
n

ρ(zn, zn+1) = 0,

donde zn = ϕn(z0). En esta definición la palabra "algún" puede ser reemplazada por
"todo", es decir, este concepto no depende del punto inicial z0. Si ϕ no es de paso
hiperbólico cero, para cada z0 ∈ D, se tiene que

lim
n

ρ(zn, zn+1) > 0.

Por esta razón a las funciones que no son de paso hiperbólico cero las llamaremos de paso
hiperbólico positivo.
En muchas situaciones no es fácil distinguir si una función es de paso hiperbólico cero

o positivo. Puede probarse que si ϕ es parabólica de paso hiperbólico positivo entonces
zn converge al punto de Denjoy-Wolff tangencialmente. Así si ϕ(z) =

P∞
n=0 anz

n es
parabólica con an ∈ R para todo n, entonces ϕ es de paso hiperbólico cero.
Es claro que si ϕ es un automorfismo del disco unidad entonces es de paso hiperbólico

positivo (ya que ρ(zn, zn+1) = ρ(zn−1, zn) para todo n). Por el contrario, puede probarse
que si ϕ es una transformación de Möbius parabólica que no es un automorfismo del disco
unidad, entonces es de paso hiperbólico cero.

6.4. El caso parabólico. Sin duda damos ahora un gran salto en el tiempo. Tras el
resultado de Valirón, durante más de 50 años el problema de encontrar un modelo para el
caso parabólico fue un estimulante problema que finalmente fue resuelto en dos etapas en
el año 1979. En primer lugar Pommerenke [48] probó el resultado para funciones de paso
hiperbólico positivo y, posteriormente, Baker y Pommerenke [7] obtuvieron el modelo para
funciones de paso hiperbólico cero. En ambos casos, fue probado que si ϕ ∈ Hol(D,D)
tiene un punto fijo frontera τ ∈ ∂D con ϕ0(τ) = 1, entonces existe una aplicación analítica
σ : D→ C tal que

(Ec. de Abel) σ ◦ ϕ = σ + 1.

Esta ecuación se conoce como ecuación de Abel. En general, para funciones de paso hiper-
bólico cero nada más puede afirmarse sobre el rango de σ. Sin embargo, para funciones
de paso hiperbólico positivo, la función σ que Pommerenke construyó tiene su rango con-
tenido en un semiplano horizontal. Más adelante veremos que, de hecho, esta propiedad
caracteriza el paso hiperbólico.
El siguiente resultado se debe esencialmente a Baker y Pommerenke aunque en la forma

que se establece aquí aparece en [18, Theorem 2.2].

Theorem 6.3. Sea ϕ ∈ Hol(D,D) una función parabólica y consideremos una órbita
(zn) := (ϕn(z0)) de ϕ. Definamos ψn : D −→ C mediante

ψn(z) :=
ϕn(z)− zn
zn+1 − zn

, z ∈ D.

Entonces (ψn) es una sucesión de funciones bien definidas analíticas en D que converge
en la topología de la convergencia uniforme sobre compactos a una aplicación analítica σ :
D −→ C tal que σ(z0) = 0 y

(Ec. de Abel) σ ◦ ϕ = σ + 1.
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Además, existe un conjunto fundamental V para ϕ donde ϕ y σ son univalentes y, para
cada r > 0, existe un número natural n0 tal que para n ≥ n0, el disco hiperbólico centrado
en zn y de radio r está contenido en V.

En lo que sigue, la función σ mencionada en el teorema anterior será llamada la apli-
cación de Koenigs con respecto a z0 asociada con ϕ.

6.4.1. Paso hiperbólico cero. El siguiente resultado muestra que cuando el paso hiperbólico
es cero, hay una única solución que es univalente "alrededor" del punto de Denjoy-Wolff
de la ecuación de Abel, justo como en los casos elípticos e hiperbólicos.

Theorem 6.4. [18, Theorem 3.1] Sea ϕ ∈ Hol(D,D) parabólica de paso hiperbólico cero
y σ : D → C su función de Koenigs con respecto a z0 ∈ D. Sea también κ : D → C una
aplicación analítica que sea solución de la ecuación de Abel κ ◦ϕ = κ+1. Entonces existe
una constante λ ∈ C tal que κ = σ+ λ si, y sólo si, existe un r > 0 y N ∈ N tal que κ es
univalente sobre cada disco hiperbólico de centro ϕn(z0) y radio r para toda n > N.

Un resultado similar a éste, pero con un requerimiento de univalencia ligeramente di-
ferente, puede verse en [44]. Además, en este trabajo, Poggi-Corradini probó el siguiente
resultado.

Proposition 6.5. [44, Proposition 7.5] Sea ϕ ∈ Hol(D,D) parabólica de paso hiperbólico
cero y σ : D→ C su función de Koenigs con respecto a z0 ∈ D. Si κ ∈ Hol(D,C) satisface
la ecuación de Abel

κ ◦ ϕ = κ + 1,
entonces existe una función entera F tal que κ = F ◦ σ y

F (w + 1) = F (w) + 1, para todo w ∈ C.
6.4.2. Paso hiperbólico positivo. En este caso hay que decir que se pueden encontrar
muchas soluciones de la ecuación de Abel con buenas propiedades. Veamos un ejemplo.

Consideremos el automorfismo parabólico del disco unidad dado por ϕ(z) =
(2i− 1)z + 1
2i+ 1− z

.

Su punto de Denjoy-Wolff es 1. Tomemos σ : D −→ Π = {w : Imw > 0} dada por
σ(z) =

1 + z

1− z
i. Se comprueba que σ ◦ ϕ = σ + 1. Por [24, Ejercicio 2.4.14], existe una

aplicación univalente y sobreyectiva F : Π −→ Ω tal que F (w + 1) = F (w) + 1 siendo

Ω = {w ∈ Π : w 6= n+ iy para 0 < y ≤ 1 y n ∈ Z}.
Obviamente la función κ = F◦σ es univalente en el disco unidad y verifica que κ◦ϕ = κ+1.
Sin embargo, no existe una transformación de Möbius Φ tal que Φ◦σ sea igual a κ. Es decir,
desde nuestro punto de vista σ y κ son dos soluciones de la ecuación de Abel realmente
distintas. Esto se puede generalizar al siguiente resultado

Proposition 6.6. [18, Proposition 3.2] Sea ϕ ∈ Hol(D,D) parabólica y sea V el conjunto
fundamental asociado a ϕ construido en el Teorema 6.3. Sea σ : D → C su función de
Koenigs con respecto a un punto z0 ∈ D. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La aplicación ϕ es de paso hiperbólico positivo.
(2) El rango de σ está contenido en un semiplano horizontal.
(3) Hay una solución de la ecuación de Abel que es "muy" diferente de σ y con buenas

propiedades de univalencia. Más precisamente, existe una función analítica κ :
D→ C con las siguientes tres propiedades:
(a) La función κ satisface la ecuación κ ◦ ϕ = κ + 1.



16 MANUEL D. CONTRERAS

(b) La función κ es univalente en el conjunto fundamental V.
(c) No existe una aplicación lineal fraccional Φ tal que Φ ◦ σ = κ.

6.5. Algunas aplicaciones de la teoría de modelos. Usualmente, la función de Koenigs
σ es difícil de calcular de forma explícita incluso para ejemplos de funciones sencillas ϕ. La
razón es que σ tiene toda la información dinámica tanto de la función inicial ϕ como de to-
das sus iteradas y éstas son cada vez más complicadas. Piénsese en el producto de Blaschke

de orden dos (véase la última sección del curso para una definición) ϕ(z) =
3z2 + 1

z2 + 3
(su

punto de Denjoy-Wolff es 1 y es una función parabólica con paso hiperbólico cero). Sin
embargo sus iteradas se complican cada vez más: ϕn es un producto de Blaschke de orden
2n.
A pesar de ello se pueden citar muchas aplicaciones de la teoría de modelos incluso fuera

de la propia Dinámica Compleja. Por ejemplo, la existencia de la función de Koenigs es la
piedra angular en el estudio de las propiedades espectrales y de ciclicidad de los operadores
de composición en espacios de Hardy. La clave está en que si ϕ es elíptica y su la función
de Koenigs está en un espacio de Hardy entonces es una autofunción y la derivada su
autovalor. Este tipo de aplicaciones puede verse en la magnífica monografía de Shapiro
[53] o en los trabajos de Poggi-Corradini de la segunda mitad de los años 90. En teoría
de ramificación, como la mostrada en el modelo de Galton-Watson del Ejemplo 5.1, la
función de Koenigs es conocida como medida estacionaria del modelo y puede verse en
[33].
Mostramos también un par de aplicaciones concretas que recientemente hemos obtenido

en el seno del grupo que trabaja en Dinámica Compleja en la Universidad de Sevilla. La
primera de ellas aparece en el trabajo conjunto con Díaz-Madrigal, Martín y Vukotic [17].

Theorem 6.7. Sea ϕ una transformación de Möbius que lleva el disco unidad en sí mismo,
que no es un automorfismo del disco y con punto de Denjoy-Wolff p. Sea f una autoapli-
cación holomorfa del disco unidad “conforme” en p y tal que

f ◦ ϕ = ψ ◦ f
para alguna transformación de Möbius ψ que lleva el disco en sí mismo. Entonces f es
una transformación de Möbius.

La segunda aplicación es una caracterización de los productos de Blaschke finitos que
conmutan. El caso elíptico fue resuelto por Chalendar y Mortini en 2001. Posteriormente,
Arteaga obtuvo una caracterización para productos de Blaschke sin puntos fijos en el
disco unidad. Éste usaba técnicas de teoría ergódica. Lamentablemente sus técnicas no
funcionan para funciones parabólicas con paso hiperbólico cero. Recientemente, en un
trabajo conjunto con Basallote y Hernández-Mancera [8], hemos cerrado la prueba con el
resultado que mostramos a continuación. Antes recordemos que un producto de Blaschke
B con ceros en (zn) ⊂ D es una función de la forma

B(z) = λ
∞Y
n=1

|zn|
zn

zn − z

1− znz
, z ∈ D

(usamos el convenio de que
|zn|
zn

se reemplaza por 1 si zn = 0) donde λ ∈ ∂D y la sucesión de
ceros (zn) satisface la condición de Blaschke

P
n(1−|zn|) <∞. Esta condición garantiza la

convergencia uniforme sobre compactos del anterior producto. Es decir, B es un producto
adecuado de automorfismos conformes del disco unidad. Si sólo consideramos un número
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finito de factores, obtenemos los llamados productos de Blaschke finitos. Los ceros de un
producto de Blaschke (finito o no) son precisamente los puntos de la sucesión (zn) teniendo
en cuenta que la multiplicidad de cualquier cero se refleja en el número de veces que se
repite en la sucesión.

Theorem 6.8. Sean ϕ y ψ dos productos de Blaschke finitos tal que el punto de Denjoy-
Wolff de ϕ está en la frontera del disco unidad. Entonces las funciones ϕ y ψ conmutan
si, y sólo si, existen dos números naturales n y m tales que ϕn = ψm.

7. Comportamiento de las iteradas en la frontera

7.1. Convergencia en la frontera al punto de Denjoy-Wolff. Con el teorema de
Denjoy-Wolff hemos obtenido mucha información sobre la sucesión (ϕn(z)) cuando z ∈ D,
pero ¿qué ocurre con la sucesión (ϕn(ξ)) cuando ξ ∈ ∂D? Obviamente esta pregunta debe
ser matizada y explicada. La primera cuestón es si tiene sentido hablar de ϕn(ξ) cuando
ξ ∈ ∂D. Viene en nuestra ayuda el siguiente teorema de Fatou:

Theorem 7.1. Sea ϕ : D→ D una función analítica. Entonces el límite angular

ϕ(ξ) := ∠ lim
z→ξ

ϕ(z) ∈ D

existe para casi todo ξ ∈ ∂D. Además, la función

ϕ : ∂D −→ D
ξ 7−→ ϕ(ξ)

es medible.

Un concepto íntimamente ligado a este resultado es el de función interna: Una autoapli-
cación analítica del disco unidad ϕ se dice que es interna si

ϕ(ξ) := ∠ lim
z→ξ

ϕ(z) ∈ ∂D

para casi todo ξ ∈ ∂D.
Volviendo a la iteración, a la vista del anterior teorema existe un conjunto A de medida

cero tal que ϕn(ξ) := ∠ limz→ξ ϕn(z) existe para todo ξ ∈ ∂D \ A y para todo n ∈ N.
Luego ya podemos reformular de forma más precisa nuestra anterior pregunta:
Sea ϕ una autoaplicación analítica del disco unidad con punto de Denjoy-Wolff τ ∈ D.

¿Es cierto que (ϕn(ξ)) converge a τ para casi todo ξ ∈ ∂D?
Obviamente la respuesta en general es no y el ejemplo más simple viene dado por la

función ϕ(z) = z2 cuyo punto de Denjoy-Wolff es cero pero si tomamos ξ ∈ ∂D, entonces
|ϕn(ξ)| = 1. Luego si ξ está en la frontera del disco unidad, tenemos que (ϕn(ξ)) no puede
converger a 0.
En cualquier caso, en los últimos años este problema ha sido ampliamente estudiado y

hoy en día podemos dar mucha información sobre la convergencia en la frontera. Empece-
mos por mostrar la respuesta en el caso elíptico. Ésta fue obtenida en 2005 por Bourdon,
Matache y Shapiro e, independientemente, por Poggi-Corradini.

Theorem 7.2. [10] [45] Sea ϕ una autoaplicación elíptica del disco unidad D distinta de
la identidad. Entonces (ϕn(ξ)) converge al punto de Denjoy-Wolff de ϕ para casi todo
ξ ∈ ∂D si y sólo si ϕ no es una función interna.
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Proof. Reproducimos la demostración de Bourdon, Matache y Shapiro basada en resulta-
dos de teoría de operadores.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el punto de Denjoy-Wolff es cero.

Consideremos el espacio de Hilbert H2 = {f : D → C :
R
∂D |f(ξ)|2dm < +∞}, donde

m denota la medida de Lebesgue normalizada en ∂D y su subsepacio X = {g ∈ H2 :
g(0) = 0}. El principio de subordinación de Littlewood garantiza que el operador de
composición Cϕ : X → X, dado por Cϕ(g) = g ◦ϕ para todo g ∈ X, es continuo. Además,
Shapiro probó que si ϕ no es interna y fija el punto cero entonces M := ||Cϕ||X < 1 (esta
desigualdad puede verse en [54, Theorem 5.1]). Por tanto,Z

∂D

Ã ∞X
n=1

|ϕn|2
!
dm =

∞X
n=1

Z
∂D
|ϕn|2dm

=
∞X
n=1

||ϕn||2 =
∞X
n=1

||Cϕ ◦ ... ◦ Cϕ(Id)||2 ≤
∞X
n=1

M2n <∞.

Por consiguiente,
∞X
n=1

|ϕn(ξ)|2 < ∞ para casi todo ξ ∈ ∂D, lo que implica que ϕn(ξ)

converge a cero en casi todo punto ξ ∈ ∂D.
El recíproco es inmediato. ¤
Cuando el punto de Denjoy-Wolff está en la frontera tenemos el siguiente resultado que

también se debe a Bourdon, Matache y Shapiro e, independientemente, a Poggi-Corradini.

Theorem 7.3. [10] [45] Sea ϕ una autoaplicación del disco unidad D con punto de Denjoy-
Wolff en la frontera del disco unidad y de paso hiperbólico positivo (esto incluye a todas las
funciones hiperbólicas y a parte de las parabólicas). Entonces (ϕn(ξ)) converge al punto
de Denjoy-Wolff de ϕ para casi todo ξ ∈ ∂D.
Queda por abordar el caso que tradicionalmente es más complicado: las funciones

parabólicas con paso hiperbólico cero. Al igual que el caso elíptico, la respuesta depende
de si la función es interna o no lo es. Si es interna, la convergencia en la frontera depende
de la velocidad con la que lo hace en el interior. Concretamente tenemos lo siguiente.

Theorem 7.4. [10, Theorem 4.2] Sea ϕ una función parabólica interna de paso hiperbólico
cero. Entonces (ϕn(ξ)) converge al punto de Denjoy-Wolff de ϕ para casi todo ξ ∈ ∂D si
y sólo si existe un (o, equivalentemente, para todo) z ∈ D tal que

∞X
n=0

(1− |ϕn(z)|) < +∞.

En [19] puede verse el que, hasta donde sabemos, es el único resultado para funciones
parabólicas de paso hiperbólico cero. Este resultado da una condición necesaria para la
convergencia en términos del “tamaño” del rango de la función de Koenigs.

Theorem 7.5. [19] Sea ϕ una función parabólica de paso hiperbólico cero. Supongamos
que la función de Koenigs σ tiene límite angular en casi todo punto de ∂D, entonces
(ϕn(ξ)) converge al punto de Denjoy-Wolff de ϕ para casi todo ξ ∈ ∂D.
La hipótesis sobre σ en el resultado anterior es muy general y se satisface en los siguientes

casos:
- Si σ pertenece a algún espacio de Hardy. Esta propiedad ha sido muy estudiada en la

literatura y mención especial merecen los trabajos de Poggi-Corradini de los años 90.
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- Si el conjunto C\σ(D) tiene capacidad logarítmica positiva. Esta propiedad se satisface
si, por ejemplo, σ omite un continuo como sucede cuando ϕ es univalente.

Conjecture 7.6. Sea ϕ una función parabólica de paso hiperbólico cero que no es interna.
Entonces (ϕn(ξ)) converge al punto de Denjoy-Wolff de ϕ para casi todo ξ ∈ ∂D.

7.2. Comportamiento cuando no hay convergencia. Productos de Blaschke. En
la subsección anterior nos hemos planteado si hay convergencia al punto de Denjoy-Wolff
en la frontera del disco unidad. Hemos visto situaciones donde sí las hay y otras donde
no. Pero, ¿qué ocurre cuando no hay convergencia a dicho punto? Todos los ejemplos
conocidos donde no la hay son funciones internas. Dedicamos a ellas esta parte final del
curso.
Una de las clases fundamentales de ejemplos en teoría de funciones es la formada por las

funciones internas que ya han aparecido. Recordemos de nuevo que este tipo de funciones
son exactamente aquellas autoaplicaciones del disco unidad cuyos límites radiales tienen
módulo uno en casi todo ∂D. Indudablemente, su relevante papel en la teoría se debe en
gran parte al teorema de factorización interior-exterior que, entre otras cosas, afirma que
hay dos tipos básicos de funciones internas: funciones internas singulares y los productos
de Blaschke.
Desde el punto de vista de la iteración, las funciones internas generales pueden ser

reducidas a productos de Blaschke usando el siguiente teorema de Frostman [53]:

Theorem 7.7. Sea ϕ una función interna. Entonces σζ ◦ ϕ es un producto de Blaschke
para todo ζ excepto posiblemente para un conjunto de capacidad logarítmica cero.

Ahora bien, si σζ ◦ϕ es un producto de Blaschke, entonces ψ = σζ ◦ϕ◦σζ también lo es
y sus iteradas satisfacen ψn = σζ ◦ϕn ◦ σζ . De esta forma las propiedades de ϕn y ψn son
esencialmente las mismas en lo que concierne a la iteración. Esto hace que nos podamos
centrar en los productos de Blaschke.
La primera cuestión es distinguir entre el caso parabólico e hiperbólico. La respuesta

se debe a Frostman (ver además el trabajo de Ahern y Clark [6, Theorem 2]).

Theorem 7.8. Sea B un producto de Blaschke con ceros (zn) y tal que 1 es su punto de
Denjoy-Wolff. Entonces

B0(1) =
∞X
n=1

1− |zn|2
|1− zn|2

.

En particular, B es parabólico si, y sólo si,
∞X
n=1

1− |zn|2
|1− zn|2

= 1.

Una vez que tenemos determinado cuándo el producto de Blaschke es parabólico, para
analizar su comportamiento en la frontera es clave distinguir su paso hiperbólico. Para
productos de Blaschke finitos, el paso hiperbólico puede caracterizarse en términos de la
derivada segunda (nótese que en este caso la función es analítica más allá del disco unidad
y, por tanto, podemos derivar dos veces):

Proposition 7.9. Sea B un producto de Blaschke finito con ceros (z1, ..., zm) y con punto
de Denjoy-Wolff 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) B es de paso hiperbólico cero.
(2) B00(1) = 0.
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(3) Los ceros de B satisfacen
mX
k=1

1− |zk|2
|1− zk|2

Im zk = 0.

Hasta donde nosotros sabemos, para productos de Blaschke infinitos, tenemos que in-
troducir nociones de la teoría ergódica para caracterizar el paso hiperbólico.
Supongamos que (Ω,Σ, μ) es un espacio de medida y consideremos una transformación

medible T : Ω → Ω no-singular, es decir, tal que para cada conjunto medible A ∈ Σ, se
verifica que μ(T−1(A)) = 0 si, y sólo si, μ(A) = 0. En este contexto se dice que T es una
aplicación ergódica si, y sólo si, los únicos conjuntos T -invariantes (esto es, T−1(A) = A
(mod .μ)) son los triviales, es decir, los que ellos o su complemento en Ω tienen medida
cero. Una forma más fuerte de ergodicidad viene dada por la exactitud. Concretamente,
una transformación medible no-singular T decimos que es exacta si, y sólo si,

∞\
n=1

T−n(A) = {∅,Ω}, (mod. μ) para cada A ∈ Σ.

En nuestro contexto, el espacio de medida subyacente es la frontera del disco unidad ∂D
donde consideramos la medida de Lebesgue m sobre la familia de todos los subconjuntos
de ∂D medibles en el sentido de Borel. Además, en el contexto de funciones internas ϕ,
podemos considerar la transformación medible ϕ : ∂D −→∂D.
El siguiente resultado (debido a Neuwirth [38] y Aaronson [1], [2], véase también [26, §3])

nos permite relacionar la teoría ergódica con la clasificación de autoaplicaciones analíticas
desarrollada en este curso.

Theorem 7.10. Una función interna es ergódica si y sólo si es exacta si y sólo si es de
paso hiperbólico positivo.

Si la función interna es elíptica se puede dar más información:

Theorem 7.11 (Pommerenke). [51] Existe una constante positiva K tal que si ϕ es una
función interna que fija el cero y que no es un automorfismo, B es un arco en ∂D y A es
un conjunto medible de medida positiva, entonces¯̄̄̄

|B ∩ ϕ−n(A)|
|A| − |B|

¯̄̄̄
≤ Ke−αn

para todo n ∈ N, donde α = max{1/2, |ϕ0(0)|} y, dado un conjunto medible C, |C| denota
la medida de Lebesgue normalizada.

El anterior resultado muestra la medida del conjunto B∩ϕ−n(A) = {ξ ∈ B : ϕn(ξ) ∈ A}
converge a |A||B|.
En trabajos recientes de J.L. Fernández, Melián y Pestana se continúa en la línea de

cuantificar el comportamiento de las iteradas de una función interna elíptica (véase [29]y
[30]). Citemos por ejemplo el siguiente resultado:

Theorem 7.12 (Fernández-Melián-Pestana). Sea ϕ una función elíptica e interna y que
no es un automorfismo del disco unidad. Fijemos ξ0 ∈ ∂D y (rn) una sucesión decreciente
de números positivos.

(1) Si
X

rn = +∞, entonces

lim infn→∞
d(ϕn(ξ), ξ0)

rn
= 0 para casi todo ξ ∈ ∂D.
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(2) Si
X

rn < +∞, entonces

lim infn→∞
d(ϕn(ξ), ξ0)

rn
= +∞ para casi todo ξ ∈ ∂D.

(d denota la distancia angular en ∂D).

Este resultado ha sido mejorado posteriormente en [30] para productos de Blaschke
finitos elípticos.
Una interesante línea de trabajo que relaciona ergodicidad, dinámica y funciones inter-

nas fue la iniciada por Hamilton en [32]. Por falta de tiempo nos vemos obligados a dejar
al lector profundizar en ella.
Queremos finalizar planteando como problema abierto la veracidad de estos últimos

resultados para productos de Blaschke finitos parabólicos de paso hiperbólico cero. ¿Son

ciertos para funciones tan elementales como ϕ(z) =
3z2 + 1

z2 + 3
(composición del automor-

fismo z 7→ 3z + 1

z + 3
con la función z 7→ z2)?
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