LIV OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (CONCURSO FINAL)

Enunciados y Soluciones

1. Determina todos los enteros positivos z, tales que 2z + 1 sea un cuadrado
perfecto, pero entre los nimeros 2z + 2,2z + 3,--- ,3x + 2, no haya ningin
cuadrado perfecto.

Solucién. Sea n un nimero entero tal que 2z+1 = n? y n? < 3242 < (n+1)2
De la primera ecuacién se obtiene x = (n? — 1)/2 y sustituyendo este valor en
la doble desigualdad, resulta

2
1
n2<3n +

<— <n’+n+lem®<3n’+1<2n®>+4n+2

En la 1ltima expresiéon la primera desigualdad se cumple para todo n entero,
la segunda puede escribirse como

n—4dn—-1<0&2-vV5<n<2+5,

y se verifica para todos los enteros n € {0,1,2,3,4}. De entre estos valores,
s6lo para n = 3, se obtiene que x = (3% — 1)/2 = 4 es entero positivo, y esta
es la tunica solucion del problema, ya que en este caso 2x + 1 = 9 y entre los
numeros 10,11,12,13 y 14 no hay ningun cuadrado perfecto.

2. Se colocan 2n + 1 fichas, blancas y negras, en una fila (n > 1). Se dice que
una ficha esta equilibrada si el nimero de fichas blancas a su izquierda, mas el
nimero de fichas negras a su derecha es n. Determina, razonadamente, si el
nimero de fichas que estan equilibradas es par o impar.

Soluciéon. Numeramos las posiciones en la fila desde 1 hasta 2n + 1, de
izquierda a derecha. Definimos la valoracion de una cierta posicién k =
1,2,---,2n+1 como el nimero de fichas blancas a su izquierda mas el niimero
de fichas negras a su derecha, con lo que una ficha esta equilibrada si y sélo si
su valoracion es igual a n.



Supongamos que las fichas en posiciones k y k + 1 tienen distinto color. El
numero de fichas blancas a su izquierda en las posiciones 1,2,--- .k — 1 y el
niumero de fichas negras a su derecha en las posiciones k+2,k+3,--- ,2n+1
son los mismos para ambas. La suma de estas dos cantidades es la valoracién
comun de ambas si la ficha en posicién k es negra y la ficha en posicién k + 1
es blanca; pero en caso contrario, la ficha negra en k + 1 tiene una ficha
blanca adicional a su izquierda, y la ficha blanca en posicién k tiene una ficha
negra adicional a su derecha, con lo que la valoracion de estas dos fichas es en
cualquiera de los dos casos la misma.

Tenemos entonces que, sean cuales sean sus colores, si intercambiamos las
fichas en posiciones k y k + 1, la paridad del niimero de fichas equilibradas no
varia. En efecto, la valoracién de las fichas en las posiciones 1,2, -+, k — 1
y en las posiciones k + 2,k + 3,--- ,2n + 1 no varian con el cambio, si las
fichas en posiciones k£ y k + 1 tienen el mismo color simplemente intercambian
sus valoraciones, y si tienen distinto color, entonces ambas tienen la misma
valoracion antes del cambio, y ambas tienen la misma valoracion después del
cambio, luego el nimero de fichas equilibradas permanece constante, puede
aumentar en 2, o reducirse en 2.

Como toda permutacién se puede descomponer en intercambios sucesivos de
elementos contiguos, la paridad del nimero de fichas equilibradas no cambia
cuando situamos todas las fichas negras en las primeras posiciones de la fila,
y todas las blancas en las tltimas posiciones de la fila.

Sea a el nimero de fichas negras y b el de fichas blancas, con la condicién de
que a+ b = 2n+ 1. Representamos la fila de fichas blancas y negras mediante
un camino en el interior de un rectangulo a x b, que empieza por la esquina
inferior izquierda del rectangulo. La fila se recorre de izquierda a derecha. Si
la ficha es negra se marca un paso unidad hacia arriba, y si es blanca, un paso
unidad hacia la derecha. Se considera el segmento L que une dos lados parale-
los del rectangulo, pasa por su centro O, y forma angulos de 45° con los lados
del mismo. El rectangulo queda asi dividido por L en dos poligonos simétricos
respecto del punto O. Y las fichas equilibradas corresponden precisamente a
los pasos del camino que cruzan L. Si consideramos la fila con todas las fichas
negras al principio de la fila a la izquierda de las fichas blancas (lo cual no
altera la paridad del nimero de fichas equilibradas), entonces el correspondi-
ente camino es formado por el lado vertical del rectangulo y el lado superior
del mismo. Asi L corta una vez al camino y por tanto el nimero de fichas
equilibradas es impar.



3. Sea O el circuncentro del tridngulo acutangulo ABC'y sea M un punto arbi-
trario del lado AB. La circunferencia circunscrita al tridngulo AMO interseca
por segunda vez a la recta AC en el punto K y la circunferencia circunscrita
al tridngulo BOM interseca por segunda vez a la recta BC en el punto N.
Prueba que

p 1.
Area (MNK) > 1 Area (ABC)
y determina el caso en que se alcanza la igualdad.

Solucién. Utilizaremos las notaciones habituales en Geometria del tridngulo
(R, radio de la circunferencia circunscrita al AABC, O su incentro; a longitud

MA
del lado BC' del tridngulo ABC etc.). Sea VB - k > 0, entonces

MA+ MB
+ - s yB=_°

kE+1=
* MB MB E+1

En lo que sigue utilizaremos el parametro k para fijar la posicién del punto
M en el segmento AB. Sia = /ZMNB =/MOBYy =/ MOA=/MKA
entonces a+ 5 = 2. Sean ry y 19 los radios de las circunferencias circunscritas
a los tridngulos OM A y OM B, respectivamente. Aplicando el teorema de los
senos generalizado en los dos triangulos OM B y OM A, habida cuenta que
ZOMA+ ZOMB = 180°, resulta

oA OB
smzoMA ™Y GnzoMB T

De lo anterior se deudce que 1, = ry ya que OA = OB = R y los angulos
ZOMAy ZOM B son suplementarios.

27’2
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Aplicando el teorema de los senos a los triangulos M AK y M N B, se obtiene

MK MN

=2
sin A oy sin B

:27“2

De lo anterior, resulta

MK _MN MK _MN "
sinA sinB a b

Por otra parte, se verifica que ZKMA =180° — (6 + A) y ZNMB = 180° —

(v + B). Entonces,

/KMN =180° — (/NMB+ /KMA) = C (2)

De (1) y (2) se deduce que los tridngulos M NK y ABC' son semejantes y que
M N es el lado homélogo de b en la semejanza. Entonces, para el cociente entre

las areas, se tiene
[IMNK] MN 2

[ABC] b2
En los triangulos MOB y M N B se tiene
MB OM MN OM -sin B
= = = MN=———
sina sin(90° —C) sinB cos C

Ademas, aplicando el Teorema del Coseno al triangulo MO B, resulta
OM? = MB*+ R*>—2MB-R-cos(90° —C) = MB*+ R*—~2MB-R-sinC

Teniendo en cuenta que ¢ = 2R sin C, entonces

sin? B c? 2
MN? = R* —
cos? C ((k+1)2+ k:+1>

_ sin® B R *k
cos? C' (k+1)2

_ sin’B (R*(k+1)? — 4R?*sin’ C
~ cos2C (k+1)2

Llevando esto al cociente entre las areas de los tridngulos MNK y ABC'y
teniendo en cuenta que b = 2R sin B, se obtiene

MNEK] MN? 1 sin’B k+1)2 —4ksin®C
_ _ 2

[ABC] ~ b 1 cos2C (k+1)?

(k —1)* + 4k cos* C
4(k +1)2cos? C
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Dado que cos? C' < 1, entonces se verifica que

[MNK] _cos®C[(k—1)°+4k] 1

[ABC] 4(k +1)2cos2C 4
El cociente entre las dreas es igual a 1/4 para k = 1, es decir, cuando M es el
punto medio del segmento AB.

4. Los puntos de una superficie esférica de radio 4, se pintan con cuatro
colores distintos. Prueba que existen dos puntos sobre la superficie que tienen
el mismo color y que estan a distancia 4+/3 o bien a distancia 21/6.

NOTA: La distancia entre dos puntos es la distancia euclidea; es decir la lon-
gitud del segmento rectilineo que los une.

Soluciéon. Dado que se pintan los puntos de la esfera con cuatro colores
distintos, para resolver el problema serd suficiente con encontrar cinco puntos
distintos que cumplan las condiciones del enuciado y aplicar el Principio del
Palomar.

Esto puede hacerse, por ejemplo, observando que si inscribimos un triangulo
equilatero en una circunferencia de didmetro maximo de la esfera, entonces el
lado de dicho tridngulo mide 4v/3, y que tomando dos de tales tridngulos,
contenidos en planos perpendiculares y que tengan un vértice comun, los
vértices no comunes distan entre si 2¢/6. En efecto, en un sistema de co-
ordenadas cartesianas con origen en el centro de la esfera, la superficie de ésta
viene dada por los puntos cuyas coordenadas (z,y, z) satisfacen la ecuacion
22 4+ 3% + 22 = 16. Sobre esta superficie, consideremos los siguientes puntos
A(4,0,0), B(—2,2v/3,0),C(B(—2, —2v/3,0) que estdn sobre la circunferencia

I ={(z,y,2) 2" +y* = 16,z = 0}

y son los vértices de un tridngulo equildtero de lado 4v/3. Igualmente, los pun-
tos A(4,0,0), D(—2,0,2v/3), E(B(—2,0, —2v/3) son los vértices de un tridngulo
equilatero inscrito en la circunferencia

Iy ={(z,y,2) | 2> + 2* = 16,y = 0}

Notese que los planos de las circuneferencias I'; y I's son perpendiculares, que
los tridngulos equilateros tienen el vértice comun A, y que

AB=AC=AD =AFE=BC=DE=4V3y BD=BE=CD =CE =26

Luego cada uno de estos cinco puntos A, B,C, D, E estd a distancia 4v/3 o
a distancia 2v/6 de cada uno de los cuatro restantes, y por el principio del
palomar, hay dos del mismo color, como queriamos demostrar.



5. Sean a y b dos ntimeros positivos primos entre si. Se dice que un entero
positivo n es débil si no puede ser escrito en la forma n = ax + by, para algunos
enteros x e y no negativos. Prueba que si n es débil y n < %b, entonces existe
un entero k£ > 2, tal que kn es débil.

Solucion. Trivialmente se observa que la suma de enteros positivos no débiles
es no débil. Esto motiva considerar para cada entero positivo n los enteros 2n
y 3n. Si ambos no son débiles, entonces kn no es débil para cada k > 2, ya que
kn puede ser escrito en la forma 2nr 4+ 3ns para algunos enteros no negativos
Ty s.

Sea n un entero positivo débil y supongamos que 2n y 3n son no débiles, con
2n = ax1 + by, y 3n = axy + bys. Entonces

0=2(3n) —3(2n) = a(2z2 — 3x1) + b(2y2 — 3y1) (3)

y
n:3n—2n:a(a:2—$1)~|—b(y2—y1) (4)
De (4) por ser n débil, resulta que x5 < x7 0 Y2 < y;. Sin pérdida de gen-
eralidad, podemos suponer que xs < x;. Entonces 2xo — 3x1 < 0, y por (3),
2y — 3y; > 0. Como a y b son primos entre si, (3) también implica que
a|(2y2 — 3y1), v asi a < 2y, — 3y; < 2y,. Concluimos que
ab

b
3”:aw2+by225922%=>712€

Esto prueba que si n es débil y n < %b, entonces existe un entero k£ > 2, tal

que kn es débil. (La desigualdad en el enunciado debe de ser estricta, como
muestra el ejemplon =1, a = 2, b = 3).

6. Sea R el conjunto de los niimeros reales positivos. Halla todas las funciones
f:RT — R*, tales que f(x+ f(y)) = yf(zy + 1), para todo z,y > 0.

Solucién. Supongamos que exista un nimero real y tal que y — 1y f(y) — 1
son ambos no nulos y del mismo signo. Entonces podemos tomar el nimero

real positivo
fly) -1

y—1
de donde se obtienef(y) = x(y — 1)+ 1y z + f(y) = 2y + 1. Por tanto,
f(x+ f(y)) = f(xy + 1) y utilizando el enunciado, resulta

_ fla+ fy)

flzy +1)

6

Tr =



Esto es una contradiccién, y por tanto, y — 1y f(y) — 1 no puden ser ambos no
nulos ni tener el mismo signo. Es decir, f(y) > 1 paratodoy <1,y f(y) <1
para todo y > 1.

Para todo y > 1, tomemos el nimero real x = (y — 1)/y > 0. Entonces, se
tiene que

—1
() =i
Ahora distinguimos dos casos:

-1

e Siyf(y) > 1, entonces 4 + f(y) <1, luego yf(y) <1, contradiccién.

y—1

e Siyf(y) <1, entonces + f(y) > 1, luego yf(y) > 1, contradiccién.

1
Por tanto, yf(y) = 1 paratodoy > 1y f(y) = —.
Y

Sea ahora y < 1, y tomemos = = 1. Se tiene entonces que tanto = + f(y) =
1+ f(y) como zy + 1 = y + 1 son nimeros reales mayores que 1, con lo que
1 Y

T = g1 Tyt =y tyf)

1
y concluimos que f(y) = — también para todo y < 1. Luego la tnica funcién
Y

1
que puede satisfacer las condiciones del enunciado es f(y) = —. Vemos ademads
que

ot s =1 () = L~y ),

1
luego en efecto f(y) = — es solucién, y no puede haber otras.





