Soluciones

Viernes manana
Problema 1. Sean a > 1, b > 1 ntimeros naturales cuyo maximo comtn divisor y minimo
comun maultiplo designamos por D y M, respectivamente.

Solucién.
Sia’ y b son los respectivos cocientes obtenidos al dividir a y b entre D, se tiene:

b
a=Dd, b=DV¥, d>1, ¥ >1 mecd (dV)=1 M= % — Dd'V.

Por consiguiente, la desigualdad propuesta en el enunciado se puede escribir como
(Da'v)? + D? > (Dd')* + (DV)?,
0, equivalentemente,
12412 2 2
a’d"+1>a" +0b7,

equivalente, a su vez, a la desigualdad

(a/2 - 1) (b’2 - 1) >0,

que es obviamente cierta habida cuenta de que @’ > 1 y & > 1 son nimeros naturales, con lo
que concluimos.
Se verifica la igualdad solo cuando alb o bla.

Problema 2. ;De cudntas maneras se puede escribir 111 como suma de tres ntmeros
enteros en progresioén geométrica?

Solucion.

Sean a, ar, ar?

numeros enteros que satisfacen la ecuacion
a+ar+ar® =111, (1)

siendo 7 un numero racional. )
Habida cuenta de que 1+7r+172 = (7’ + %) + % > 0, existen ntimeros naturales p y ¢q, primos

entre si, tales que

1—1—7“—1—7'2:2 (2)
q

y (1) puede escribirse en la forma a = %, de donde se sigue que p ha de ser un divisor de 111;

a saber, p € {1,3,37,111}.
Escribimos ahora (2) como una cuadrética en r,

qr’ +qr+(g—p) =0, (3)



e imponemos que su discriminante, g (4p — 3¢), sea igual o mayor que cero. Al ser positivo el
factor de la izquierda (pues ¢ es un nimero natural), debera cumplirse que

4dp — 3¢ > 0. (4)

Tenemos, pues:

Caso p = 1. El tnico valor admisible para g es 1. Al sustituir p y ¢ por 1 en (3), esta
ecuacion se escribe 7 (r + 1) = 0, obteniéndose r = —1 y r = 0.

Caso p = 3. Al ser ¢ <4 (por (4)) y m.c.d.(p,q) = 1 (porque la fraccién % es irreducible por
hipétesis), los valores admisibles para ¢ son ¢ =1, ¢=2y q = 4.

Si ¢ = 1, la ecuacién (3) se escribe 72 +r — 2 =0 y obtenemos r = —2 y r = 1.

Si ¢ = 2, la correspondiente cuadrética es 22 + 2r — 1 = 0 que no tiene raices racionales.

Sip:4setiene4r2+4r+1:0yr:—%.

Los casos p = 37 y p = 111 pueden discutirse con un razonamiento andlogo al anterior.

La tabla siguiente muestra las ternas (p, q,r) validas:

| p ]| a] r |
1] 1 1,0
3 | 1 2,1
3 | 4 —1/2
37 | 9 473, —7/3
37 | 16 3/4, —7/4
37 | 49 | —4/7, —3/7
111 1 -11, 10
111 | 100 | —11/10, 1/10
111 | 121 —10/11, —1/11

correspondiendo a las cuales se obtienen las diecisiete soluciones que resuelven el problema:

r=0 111+040
r=1 37+ 37+ 37
r=—1 111 — 111 + 111
r=—2 37 — 74 + 148
r=—-1/2 148 — 74+ 37
r=-3/4 A8+ 36 + 27
r=4/3 27 + 36 + 48
r=—17/3 27 — 63 + 147
r=—3/7 147 — 63 + 27
r=—17/4 48 — 84 + 147
r=—4/7 147 — 84 + 48
r=1/10 100 + 10 + 1
r=10 1+ 10+ 100
r=—11 1—11+121
r=—1/11 | I121—11+1
r=—10/11 | 121 — 110 + 100
r=—11/10 | 100 — 110 + 121

Problema 3. Encontrar las funciones reales f, de variable real, que satisfacen la ecuacién
funcional

flatfle+y)=7Q22)+y,



cualesquiera sean x, y reales.

Solucioén.

Haciendo las sustituciones x = f (0) y y = —f (0) obtenemos f (f (0) + f(0)) = f(2- f(0))+
f(0), de donde f (0) = 0. Sustituyendo ahora z = 0 en la ecuacién dada, dejando la variable y
arbitraria, se tiene f(0+ f(y)) = f(0) + y, esto es,

F(f )=y (5)

Al sustituir y = 0 en la ecuacién del enunciado serd f (z + f (x)) = f (2z), de donde se sigue
que f(f (z+ f(x))) = f(f(2x)) y, por (1), z + f (z) = 2, es decir,

fz)==

Es inmediato comprobar que esta funcién es soluciéon cualesquiera sean los valores de z, vy,
con lo que concluimos.
Viernes tarde
Problema 4 o 1 Determinar los niimeros reales x > 1 para los cuales existe un tridngulo
cuyos lados tienen longitudes

334+:n3+2:n2+1:—|—1, 2x3+x2—|—2x+1, zt—1.

Solucién.
Justificaremos que para todo nimero real x > 1 existe un tal tridngulo probando que el lado
mayor es menor que la suma de los otros dos. En efecto, para cualquier real z > 1, tenemos:

(i) z* + 23+ 222+ +1 >0, 223 + 2% + 22+ 1 > 0, i —1>0.

(ii) 2 + 23 + 222 + 2+ 1> 223 + 22 + 22 + 1, ya que
x4+x3+2x2—|—m+1—(2x3+x2+2x+1):x4—x3+x2—x:x(:c—1)(a:2+l)>O.

(iii) o+ 22 + 222 + 2+ 1> 2% - 1.

(iv) z*+ 2% + 222 + 2 + 1 < (223 + 22 + 22 + 1) + (2* — 1), puesto que

x4+x3+2x2+x+17(2x3+x2+2x+1)7(m471) = 3422 —x+1
—(w—1) (22 +1)
< 0

y concluimos.

Problema 5 o 2 Sea n un ntumero natural. Probar que si la dltima cifra de 7" es 3, la
penultima es 4. Solucién.

Los restos potenciales de 7 respecto del médulo 10 coinciden con la tltima cifra, o cifra de
las unidades, de las potencias de 7 y siendo

7 = 1 (mdéd. 10)
7' = 7 (méd. 10)
72 = 9 (mdéd. 10)
7 = 3 (mdd. 10)
7 = 1 (méd. 10),



resulta que 7" acaba en 3 solo cuando n = 4q + 3, ¢ un nimero natural: en efecto, al ser n de
la forma n = 4q +r, ¢ y r naturales, r € {0, 1,2, 3}, tenemos

™m o = 74q+7’ — (74)‘1 N
= 1.7 (méd. 10)
= 3 (méd. 10) solosirT =3 pues 0 <r < 3.

Por consiguiente, si n acaba en 3, seran =4q¢+ 3y

™mo = 74q+3 — (74)‘1 . 73
— 24017343
— (2400 +1)7 - 343
° q

— (100+1) -343

= (100+1) 343 (1)
— 100 + 343

— 100 + (300 + 43)

— 100 + 43 (1)

= a1a2a3...a,00+43
= a10a20a3...a,43,

con lo que la cifra de las decenas es 4, como se queria.

. q . ) a1 . .
(1) (100 + 1) =1, (9100977 19 =y (q,> 10077 + (q> 100° = 100 + 1.
q

— \J
j=0 ——
=1

Ld
=100

(£) 100 + (300 + 43) = (160 + 300> 143 = 100 + 43.

N————

=100
Problema 6 o 3. Sea AD la mediana de un tridngulo ABC tal que ZADB = 45° y

ZACB = 30°. Determinar el valor de Z/BAD.

Solucion 1.

En AABC, sea E el pie de la perpendicular trazada desde B. Entonces el tridngulo EBC
es rectangulo en F, el punto D es - por hipétesis - el punto medio de su hipotenusa BC'y, por
tanto, el circuncentro de dicho tridngulo en cuya circunferencia circunscrita el &ngulo BDE' es
el central correspondiente al inscrito ZBCE. Por consiguiente,

/BDE = 2.-/BCE
= 2-/4ZBCA
= 2x30°
= 60°.

Se sigue que AEBD es equildtero (pues es isdsceles y tiene un dngulo de 60°) y, a su vez,

/ADE = /BDE-/ADB

60° — 45°

15°

= /ZDAE (por el teorema del dngulo exterior aplicado a AADC en D).



Asi, AFEAD es isosceles con AE = ED. Mas ED = EB, pues AEBD es equilatero, segin
hemos visto.
Por tanto, AE = EB y AAEB es rectangulo (en E) e isésceles. En consecuencia, /BAE =
45° y
/BAD = /BAE — Z/DAFE = 45° — 15° = 30°.

Solucién 2.
Por el teorema del angulo exterior aplicado a ADC en D,

ZCAD = /BDA — /DCA = 45° —30° = 15°
3/DCA

/DCA=/2-ZCAD.
La igualdad anterior se puede escribir, de una manera equivalente! como
AD? = DC (DC + CA),

esto es,

-5 (342
mg 5 2+

y, por el teorema de la mediana aplicado a ABC', se obtiene

(2b2 + 262 —a2) = % (g +b)

RS,

0, equivalentemente,
bV 4+ —a®=ab (6)

Consideremos en lo que sigue el tridngulo ABC' y sus elementos.
Sustituimos el primer miembro de (1) por su igual, 2bccos A (por el teorema del coseno).
Simplificamos y obtenemos
2ccos A = a,

1Si @, v, z son las longitudes de los lados de un tridngulo XY Z respectivamente opuestos a X, Y, Z, entonces

/X=2-/Y a2 =y(y+2).



equivalente a
2sinC cos A = sin A.

Dividiendo por cos A y habida cuenta de que ZC = 30°, resulta

tan A =1,

LA =45°.

Finalmente,
/BAD = /BAC — ZDAC = 45° — 15° = 30°.

Sabado manana
Problema 4 Probar que:

1. La suma de las distancias desde un punto de la superficie de la esfera inscrita en un cubo
de R? a todas las caras del mismo no depende del punto elegido.

2. Misma cuestion anterior para la suma de los cuadrados de las distancias.

3. Misma cuestién que las anteriores para la suma de los cubos de las distancias.

Solucion.
Designaremos por P el punto elegido sobre la esfera inscrita en el cubo y por r el radio de
la misma.

1. Habida cuenta de que la arista del cubo es igual a 27, su volumen es 873, y, al ser P interior
al cubo, también es igual a la suma de los volimenes de las seis piramides que tienen por
bases las caras del hexaedro, vértice comtun en P y cuyas alturas son, precisamente, las
distancias de P a las caras del cubo, esto es, % (2r)2 o, por la sabida férmula del volumen
de una pirdmide y donde o designa la suma de las distancias de P a todas las caras del

cubo.
Asi, pues,
1
8 3 _ — ) 2
r 3( r)o
y
o = 6r,

que no depende del punto P.

2. Sean x, y, z las respectivas distancias de P a tres de las caras del cubo que tengan un
vértice, llamémosle A, comtn. Por el teorema de Pitagoras (aplicado dos veces),

2?4y 4 22 = PA% (7)

De manera andloga, al ser 2r — z, 2r — y, 2r — z las tres distancias restantes, si B es el
vértice del cubo diagonalmente opuesto al A,
(2r —2)* 4+ (2r —y)* + (2r — 2)* = PB2. (8)

De (1) y (2) se sigue que la suma de los cuadrados de las distancias considerada es igual
a PA? + PB?.



Por el teorema de la mediana, aplicado al tridngulo PAB,

2
PA? + PB?> =2-PO? + Af (9)

en donde O designa el punto medio de la diagonal AB.

A

2r

2r

2r

Noétese que O es, a su vez, el centro de la esfera inscrita en el cubo (véase la figura); por
consiguiente,

PO =r

y, por (3), teniendo presente que la longitud de la diagonal de un cubo es igual a /3 veces

la de la arista,

1272
PA2 4+ PB? =22 4 27" — 82,

que no depende del punto P.

. Sean u, v las respectivas distancias de P a dos caras paralelas del cubo. Entonces,

u? + 0% = (u+v)® = 3uv (u+v) = (2r)* — 3uw - (2r) = 8% — 6ruw. (10)

2uv = (u+v)% — (u? +0?%) = (2r)? — (u? + %) = 4r? — (u? +0%). (11)
Sustituimos en (4) el valor de uv deducido de (5) y obtenemos
u? + 0P =88 = 3r (4r? — (u® +v?)) = 3r (u® + %) — 4rd. (12)

Con (6) y sendas expresiones andlogas para los dos pares de caras paralelas restantes se
obtiene:

suma
de los cubos = 3r- (suma de los cuadrados de las distancias) — 3 - 473
de las distancias
= 3r-8r%—12r°
= 123,

que no depende del punto P elegido, con lo que concluimos.



Problema 5. Sean a, b, ¢ nimeros naturales primos, distintos dos a dos. Demostrar que
el nimero
(@) 4 (be)* '+ (ca)’ ! —1

es un maultiplo del producto abc.
Solucién.
Al ser a, b, ¢ primos, el producto ab no es divisible por ¢ (si c|ab, seria c|a o c|b; habida cuenta

de que ¢ > 1, a # ¢, b # ¢, tendriamos una contradiccién con el hecho de ser a y b primos).
Entonces, por la congruencia de Fermat (),

(ab)* ' =1 (méd. ¢)

y
(ab) ' —1=2¢.
Anéalogamente,
be) L —1=8  (ca)'=1=b.
Multiplicando miembro a miembro las igualdades anteriores, se obtiene
qbre—2peta—2pa+b—2  _ bte—2pe—1b—1 _ je—lpeta—2.a—1 _ b—1pa—1 a+b—2
+ (ab) ™t + (be)* ™ + (ca) — 1
= al.)c
Y °
(ab)cfl X (bc)a—l t(ca)—1 = abe— abte2peta=2catb=2 4 ghte=2pe—1b-1 (13)

-1 -2 a1 b—1pa—1 b—2
+a‘ bc+a c® +a pa Ca+ ,

cuyo segundo miembro es un multiplo de abc por ser suma de multiplos de abc: en efecto, todos
los sumandos en el segundo miembro de (3) contienen el factor abc pues los exponentes que
figuran son iguales o mayores que 1 al ser, por hipdtesis, a > 1, b > 1, ¢ > 1. Por consiguiente,
también el primer miembro de (3) es miltiplo de abe:

(ab) ™ 4 (be)* " + (ca)’ ! — 1 = abe,
como se queria.

(t) Lema. Sean p y h numeros naturales, p primo, 1 < h < p — 1. Entonces (Z) es un
multiplo de p.

En efecto, por la teoria combinatoria, (72) = #ﬁh)! es un numero natural . El exponente
de p en la descomposicién de p! en producto de factores primos es 1: supongamos, para llegar
a una contradiccién, que p! = p?m, m un nimero natural. Dividiendo por p, (p — 1)! =pm y p
serfa un divisor de (p — 1)!; por consiguiente, al ser p primo, p dividirfa a alguno de los factores
del producto (p—1) x (p —2) x -+ x 2 x 1, lo que constituye la contradiccién buscada ya que
cada uno de dichos factores es menor que p.

Por un razonamiento andlogo, el exponente de p en la descomposicion en factores primos
de h!'y de (p — h)! es 0. Asi, pues, p figura con exponente 1 en la descomposicién en factores
primos del niimero natural ﬁih)! y (2) es un multiplo de p.

Corolario 1. Si @ es un nimero entero y p un nimero natural primo, entonces

(a+1)P=d”+1 (méd. p) (14)



Solo hay que observar que la suma en el segundo miembro de la identidad

(@a+ 1) — (aP +1) = <]19)ap—1 + <]29>ap_2+---+ <pfl>a

es un multiplo de p por serlo cada uno de los sumandos (z) aP~",
Corolario 2. Si a es un nimero entero y p un nimero natural primo, entonces

a’? =a (méd. p)

Es suficiente una demostracion para a un niimero natural. El corolario es trivialmente cierto
para a = 0 y para a = 1. Supongamos

a?=a (méd. p), a€N,
y probemos que
(a+1)’=a+1 (mdbd. p) (15)

A tal fin, restamos a + 1 a los dos miembros de (1) y obtenemos la congruencia siguiente:
(a+1)P —(a+1)=aP —a (mdd. p)

cuyo segundo miembro es multiplo de p por hipodtesis. En consecuencia, también el primer
miembro serda un multiplo de p:

(a+1) = (a+1)=p
0, equivalentemente,
(a+1)’=a+1 (méd. p),

como se queria.
Proposicién (Congruencia de Fermat). Si p es un ntimero natural primo y a es un nimero
entero no divisible por p,
a?l1=1 (méd. p).

Demostracién. Tenemos p|a (ap_l - 1) (por el corolario 2) y m.c.d.(a,p) = 1 (pues p{ a, por
hipétesis). El teorema fundamental de la aritmética da inmediatamente

p’ (ap_l - 1) )

equivalente a
a?'=1 (méd. p),

con lo que concluimos.

Problema 6. Se han coloreado 46 cuadrados unitarios de una cuadricula 9x9. ;Hay, en
la cuadricula, alguna figura del tipo

(no necesariamente con la orientacién que muestra el dibujo) con las tres casillas coloreadas?

Solucion.

La respuesta es afirmativa. En efecto, probaremos que si coloreamos como indica el enunci-
ado, se puede encontrar siempre una figura del tipo dado con las tres casillas coloreadas.

A tal fin, dividamos la cuadricula 9x9 en dieciséis cuadrados 2x2, tres figuras como la
siguiente:



y una mas como la que sigue:

tal como se muestra en el esquema siguiente:

Si no hubiera ninguna figura del tipo

|

con las tres casillas coloreadas, entonces cada uno de los dieciséis cuadrados tendria, a lo mas,
2 casillas coloreadas; cada una de las tres figuras (1) tendria, a lo més, 3 casillas coloreadas y la
figura (2), 4 casillas coloreadas, como maximo.

Asi, pues, se habrian coloreado, como maximo, 2x 16+3 x 3+4 = 45 casillas de la cuadricula,
lo que es contrario a la hipdtesis.




