LV OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (CONCURSO FINAL)

Enunciados y Soluciones

1. Un conjunto de nimeros enteros T' es orensano si existen enteros a < b < ¢
tales que a y ¢ pertenecen a T' y b no pertenece a T. Hallar el niimero de
subconjuntos 7" de {1,2,...,2019} que son orensanos.

Solucién. El ntimero de subconjuntos de {1,2,---,2019} es 22°% como es
bien conocido. Contemos ahora el nimero de estos conjuntos que NO tienen
la propiedad pedida. Claramente, el conjunto vacio, y los subconjuntos de
{1,2,...,2019} con un unico elemento no tienen la propiedad pedida, ya que
es imposible elegir a, ¢ distintos en ellos. Hay en total

(2019) + (2019) =1+ 2019 = 2020
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de estos conjuntos. Cualquier otro subconjunto que no tenga la propiedad
pedida ha de estar formado por elementos consecutivos de {1,2,...,2019}.

En efecto, si m, M son respectivamente el minimo y el maximo de T, para que
T NO tenga la propiedad enunciada, todos los elementos m, m+1,m+2,..., M
han de estar en T, pues si alguno k£ no lo estuviera, podemos tomar a = m,
b=kyc= M, cumpliéndose la propiedad. El nimero de tales subconjuntos
es (20219). En efecto, dado un tal subconjunto, su minimo m y su maximo
M lo determinan biunivocamente, y hay (20219) formas distintas de elegir dos
nimeros del conjunto {1,2,...,2019}, de forma que el menor serd m, y el

mayor M.

Finalmente, se tiene que el nimero total de subconjuntos 7" de {1, 2, - -- ,2019}
con la propiedad pedida es

201
22019 _ 9020 — ( 02 9) = 22019 _ 9039191.

2. Determinar si existe un conjunto finito S formado por ntmeros primos
positivos de manera que para cada entero n > 2, el ntimero 22 4+ 32 + - - . + n?
sea multiplo de algin elemento de S.



Solucion. Es bien conocido que
nin+1)2n+1)  2n*+3n’+n
6 B 6 ’

con lo que restando 1 a ambos lados, resulta

124224 +n® =

22+32+--.+n2=2n3+3n;+n_6: <n—1><2"62+5”+6>.

Esta expresion sugiere tomar p = (n —1)/6 o n = 6p+ 1 con lo que se obtiene

22+ 3%+ +n®=p(72p° + 5dp + 13)..

Ahora elegimos n = 6p+ 1, donde p da resto 1 al dividir entre cualquier primo
de S distinto de 139, y da resto —1 al dividir entre 139. Nétese que el resto al
dividir entre cualquier primo de S distinto de 139 es 72 + 54 + 13 = 139, que
es primo y por lo tanto no divisible por ningin primo de S distinto de 139,
y el resto al dividir entre 139 es —72 + 54 — 13 = —31, claramente tampoco
divisible por 139. Luego esta expresion es coprima con todos los primos de S,
y la respuesta es que no existe tal conjunto S.

3. Los ntimeros reales a, by ¢ verifican que el polinomio p(z) = z*+az3+bx?+
ax + c tiene exactamente tres raices reales distintas; estas rices son iguales a
tan (y), tan (2y) y tan (3y), para algin nimero real y. Hallar todos los posibles
valores de y, 0 <y < 7.

Solucién. Sean r,r,s,t los tres ceros reales y distintos del polynomio p(z).
Mediante las férmula de Cardano-Viete, identificando los coeficientes cibico y
lineal, se obtiene

2r + 5+t =125+ 12t + 2rst < 2r(1 — st) = (r* —1)(s + 1)

De la tltima igualdad se deduce que si 72—1 = 0 entonces 1—st = 0y viceversa.
A continuacién, bajo la hipéteis r? = st = 1 y considerando 0 < y < m,
analizaremos los siguientes casos:

. T 3m
e Sir = tany entonces y € {Z’ Z} pero para estos valores s = tan 2y
no esta definido.
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s = tan 3y se tiene que para todos los valores anteriores es rs = tany -
tan 3y = 1, lo cual es cierto si y + 3y = 4y es un miltiplo impar de 7/2,
y esto ocurre para todos los valores anteriores.

e Si r = tan2y entonces y € Poniendo s = tany y



e Sir = tan 3y entonces se debe cumplir rs = tany - tan2y = 1 y la tan 3y
no esta definida.

Por tanto solo queda por analizar los casos en que r2 —1 # 0y 1 — st #
0. Dividiendo los dos lados de la igualdad 2r(1 — st) = (r* — 1)(s + t) por
(r? — 1)(1 — st) resulta

2r n s+t 0

1—r2 1—st '

Estas expresiones por separado serian las correspondients a las férmulas de la

tangente del angulo doble y de la tangente de la suma. Ahora, utilizando la
ultima expresion, distinguiremos los siguientes casos:

e Sir =tany, s = tan2y, t = tan 3y entonces tan 2y + tan 5y = 0 que

admite como soluciones los multiplos de 7 inferiores a %’r con lo que

{7? 2 3w 47w 57 67r}

e Sir =tan2y, s = tany, t = tan 3y entonces tan4y + tandy = 0 que
admite como soluciones los multiplos de 7 inferiores a 47, con lo que
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y hemos rechazado y = 7 ya que entonces tan y no serfa un nimero real,
y también 7 y ?jf ya que entonces tan(2y) tampoco seria un ntimero real.

e Sir =tan3dy, s = tany, t = tan2y entonces tan 6y + tan3y = 0 que

admite como soluciones los miltiplos de § inferiores a 97“, con lo que

Estos son todos los valores, y hemos terminado.
4. Calcular todos los pares de enteros (z,y) tales que

3423 (.T2 4 y2) — x3y3.

Solucién. Nétese en primer lugar que si zy = 0, entonces 22 + y? = 0, de
donde resulta la solucién x = y = 0. Nétese también que si zy < 0, entonces



22 + 9% < 0, absurdo, luego x,y tienen ambos el mismo signo. Como cambiar
simultaneamente de signo a x y a y no altera la ecuaciéon, podemos asumir a
partir de este momento y sin pérdida de generalidad que x, y son ambos enteros
positivos. Sean x = 3™a e y = 3"b con m, n enteros no negativos y a, b enteros
coprimos y no divisibles por 3. Supongamos que m > n. Entonces la ecuacién
dad se transforma en

8((3m—na)2 + b2) — 33m+n—4a3b3.

Como todo cuadrado perfecto da resto 0 o 1 al dividir entre 3, como es bien
conocido, el miembro de la izquierda no es divisible por 3 y para que se cumpla
la ecuacién debe ser el exponente de 3 en el término de la derecha igual a cero.
Es decir, 3m +n —4 =0y como m > n > 0 esto implica que m =n = 1. La
ecuacion ahora se simplifica y queda

8(a® + b%) = a®b”.
Por la simetria de la expresién podemos suponer que a > b. Entonces
16a* > a®b’® < 16 > ab’

y tenemos dos posibilidades (1) b = 2 de donde resulta a = 2, (2) b = 1 pero
en este caso los tnicos valores posibles de a son 1,2,4,8 y no satisfacen la
ecuacién a® — 8a? — 8 = 0. Se deduce que (a,b) = (2,2) y (z,y) = (6,6).
Finalmente, se tiene que las 1inicas soluciones posibles son:

(x7y> = (_67 _6)7 (xvy) = (070)7 (l’,y) = (676>

d. Se consideran todos los pares (x,y) de ntiimeros reales tales que 0 < x <
y < 1. Sea M (z,y) el méximo valor del conjunto

A={zy,zy—z—y+ 1,2 +y— 2zy}.
Hallar el minimo valor que puede tomar M (z, y) para todos estos pares (z,y).

Solucién 1. Haciendo el cambio de variable zy = p, y £ +y = s y escribiendo
los tres elementos del conjunto A en términos de s y p, tenemos

a=xy=p, b=axy—zrz—y+1l=1-2)1l—-y)=s—1+p, c=s—2p
verificdindose que a + b+ ¢ = 1. Observemos que s* — 4p = (x — y)? > 0.

Ahora consideremos los siguientes casos:
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1 1
o Sl()<x<y<3:>p—xy<9<:>b—(1—:c)(1—y)2

Si 2p < 1 =0<s*—4 2p + 1 = !
[ ] 1C= S§— — S°— — — — — —
P = 9 > P p 9 p— 9 9
1 4 1
de donde se deduce que p < 5 6p > g Sia 5 2
4 , 4 1 4 .
s—2p < §y51a:p2 §:>b§ 5 c < 9 Por lo tanto, encualquler
caso 4
ix A > —
max A > 5
. 4 . . . .
Para hallar el minimo 9’ las desigualdades deberan ser igualdades y se tiene:
1 5 4 N 2 N 1
e p=—5s—-2p=-—=>s=-=>T=Yy=—
p 9’ P 9 3 Y 3’
4 9 4 N 4 N 2
Y —_ — — —_ — = — = = —.
p 9’ S p 9 S 3 r=y 3

Solucién 2. En primer lugar, se observa que xy + (zy —z —y + 1) + (x +
y — 2xy) = 1. Asi, si uno de los tres elementos de A vale % 0 menos, entonces
8

los otros dos suman g o mds, luego si el menor valor de A vale % 0 menos, el

mayor valor de A vale g 0 mas.

Supongamos que xy > x +y — 2xy. Entonces, por la desigualdad entre medias
aritmética y geométrica se tiene que

2
3ry > v +y > 2¢/zy, \/xyzg,

y el mayor valor de A es al menos zy > % en este caso.

Supongamos que xy —r —y+1 > x4y — 2zy. Nuevamente por la desigualdad
entre medias aritmética y geométrica, se tiene que

3ry+1>2(x+y) >4/ry & (3y/ry — 1) (ry — 1) > 0.

La ultima desigualdad se verifica cuando /Ty > 1, con lo que el mayor valor
de A seria al menos zy > 1, o bien /zy < %, para zy < %, y por la observacién

inicial el mayor valor de A seria % 0 mas.

En cualquier otro caso, x + y — 2xy es el mayor valor de A, y supongamos que
es inferior a %. Es decir, x +y — 22y < %. Aplicando la desigualdad entre las
medias aritmética y geométrica, se obtiene

2z +il>x+ > 2./1y & \/a:_—l 2>i— 12
Y79 Y=oV 5 36 \6

bt



Si /Ty - % > %, .erlltonces \ /an'y1 > % y el mayor Val(l)l' de A es al menos lxy > %,
contradiccién. Si 5 — /Ty > g, entonces /Ty < 3, con lo que zy < 3, y por
la observacion inicial el mayor valor de A es mayor que é, contradiccion.

Luego el mayor valor de A nunca puede ser menor que %, y ése valor es en efecto
el minimo que toma el maximo de A, pues se puede obtener A = {‘—L L4

92979
tomando x = y = %, o A= {%,%,%} tomando z = y = 1. Viendo las

3
condiciones de igualdad en los dos primeros casos analizados, se tiene ademas
que éstos son todos los posibles pares de valores (z,y) para los que el mayor

valor de A toma dicho valor minimo.

6. En el tridngulo escaleno ABC, la bisectriz del 4ngulo A corta al lado BC' en
el punto D. Las rectas que pasan por D y son tangentes a las circunferencias
circunscritas de los tridngulos ABD y AC'D cortan a las rectas AC y AB en
los puntos E y F, respectivamente. Si BE y C'F se cortan en (G, demostrar
que los angulos ZEDG y ZADF son iguales.

Solucién. Se verifican las igualdades de angulos ZADE = /By ZADF =
ZC, por ser angulos semiinscritos en las circunferencias (ABD) y (ADC),
respectivamente. Por tanto el cuadrilatero AFDE' es inscriptible y de eso se

deduce que
/AFE =/ADE=/B y /ZAFF =/ADF = /C,

y por tanto, EFF es paralela a BC. Ademés DE = DF por ser cuerdas
correspondientes al angulo ZA /2, asi que el tridngulo F'DE es isdsceles.



Sea M el punto medio de EF, L =ADNEF,y H= DGNFEF. Aplicando el
teorema de Thales, se obtiene que

LE DC

LF  BD
Por otro lado, de AFGH ~ ACGD resulta

HF GH

DC — GD’
de AEGH ~ ABGD, se obtiene

HE GH

BD GD
y de aqui que

HF  DC

HE DB’

luego H y L son simétricos respecto de M, como vermos mas tarde, y ZLDM =
ZHDM = « siendo

a:90°—4ADc:¥siC>B,

a:90°—4ADB:¥SiB>C.

Finalmente, se tiene que

/LGDE = ZADE —a = ZADFsi B > C,

LGDE = ZADE + o= ZADF si B < C.

Ahora falta probar que L y H son simétricos respecto a M. En efecto, si
denotamos LF + LE = HF + HE = s, entonces

LE_HF
LF HE’
de donde s S
IF HE:>L Ey LE F

con lo que HM = M L como se queria demostrar.
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